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§. 1. 3fe Meutettter bi( 9(nsa^I Ut SXnse ift/ ü^cr bie eine 
SSiffenfc^aft fic^ etflrecft/ unb je mtfft ananniäfattigfeit iie in if^ttn 
Xttmenbttttfleti tavHetet/ iim fo ^xHct wM anc^ bit ec^wierigfeit/ 
eitle stnmc, c^araftetijtifc^e S)ef{nition batü^ev aufittileSeti/ meiere 
lad ganje ®eNet tevfe(6en voaü^inbid itt etfettnen gibt tinb i&mmu 
Ud)t mSfllid^ermeife Baratt itt fnüpfenben ^egenfiä'nbe umfaßt 3ftt 
einem folc^en ^aOe bcftnbcn tt)ir mi mit ienem 3tt>eige ber t^ö^ern 
9(nalt)ftd/ meiere S)iffeventialrec^nunfl (»ei^t; biefe((e n^irb 
nSmlic^ auf fo t^etfc^iebenartige Aufgaben angemenbet/ bag »ir i^re 
Statov erfi bann nä^ev sn (eftimmen im 6tant)e ftnb/ nac^bem tx>it 
einige üottSnfige S^emetfongen ^a6en ^oraujge^en laffen* 

9Bir ban^m Mifaib eine {Wifc^en ben a^erSnbertic^en x nnb y 
gegebene ©teictinng Y=fx/ bie mit ald ben Slepräfcntanten einer anf 
jmei rec^tminKige «d^fen ax, Ay bejogenen ebenen ©um bmm^ 
(5i«- O anfeilen fiJnnen. Segen mir U^i Ut Stbfciffe x eine Sleil^e 
Benebiger Wixtbt bei nnb berechnen bie entfprec^enben Orbinaten jf 
fo ert^alten mir eine $otge t^on fünften m^m^. « nnferer ^mvtf 
ttnb {mar merben biefe fünfte bnrc^ einen gemifen Smifcdenranm v^n 
einanber getrennt fein/ fo na^e bie fnccefft^en ^ert^e oon x anc^ 
M einanber Hegen mügen. ^n biefem Sufianbe brMt mitbin bie 
®Uicftnng y=rx leineKmegö an« / H$ smifc^en ben $nnften Stetig" 



8 ßptieariTfe. S)er Saplor'f^e Se6tfa(^» 

feit ^otHnUn ift« Sine ä^nti^e S^etrac^tttng tHt ficft 6e{ iebet 
eieicftung imtfct^en 3/ 4 . * « 93er8titevl{4en attücaen. S« entfielt 
fea^er bie Srage/ oh bie 9(iial9ft« (ein geeidnete« muttl bar(iete^ m^ 
fenrc^ ba« ®efe$ ber etetigreit in Un Sfnnftionen ao^gcfpro^ien »irb. 

Um bie Sbcen mtfft tn fisiven/ ^etrac^ten mit bie ®(ei(^nng 
y=^x*+bi«+c» 9lactibem »ir ben ynnft m, bejfen goorbinoten x 
itnb 7 ftttb/ gewährt/ nehmen »ir einen itocittn ^nntt M^ nm i^n 
mit bew erfien jn i^evgteic^en/ wo^ei »ir feine Soorbinaten ap^ 
P'M' bnr4 x+h nnb y+h barfleBen »otten» 

9Bir i^a(en ftiernac^: 

y+k=a(x+h)»+b(x+h)«+c, 

Ober nac^ gefcftc^ener Snmicflnng : 

y+k=ax»+bx«+c+(3ax«+Äbx)h+(3ax+b)h«+ah». 

S^etrac^ten »ir bie« 9lef»(tat et»a< nflfter/ fo feften »ir/ bafi 
ber Soefftcient bcr erfien ^oten) bon h n&mlid) 3axS+2bx/ an« ber 
i^orgelegten ^unftion t^ergeuitet ijt/ ba< ®epr5ge berfetben an fic^ 
trSgt unb i^r aOein nnr ^nfontmt; äberbew Hnt biefer Soefftcient 
feinetfmeg« von bem befonbern SBertbe be< 3n»actife« h ab/ ber nxd^ti 
anUti ati ber 9(büanb pp^ ber Qnbpnnfte ber 9(bfei{ren t»tier 
$nn(te ber Snrve iü. 3)er frag Ucl^e/ bei |eber Sutiftion Derfc^iebene/ 
t^on ben abfolnten Sert^en ber S^txiadfit immer nnabbSngige Soef«' 
fieient/ c^aralteriürt (iernacli auf eine ibm eigene iBeife ben ®ang 
ber Sonftion bnrc^ bie verfcbiebenen iBertbe/ biefie erlangen (ann/ 
»ie nafft ioW andb m einanber liegen mi>gen ; er brficf t baber an</ 
bafi bie Sfunftion in ibren 9(enberungen ba« ®efe$ ber 6tetig(eit 
befolge. S>ie Soeffieienten von h^, h< . . . nebmen ebenfaStf an biefer 
Sigenfcbaft 3;bei(. ^ittüni folgern »ir/ ba$ aOemal/ mnn eine oor«* 
getegte Stnfgabe/ »ie beren SJefcbafenbeit ancb fein mag/ anf bem 
S3egrifFe ber 6tetig((it bernbt/ bie Soeffieienten ber ^otenjen oon 
h in ber lSnt»t(f(nng nnferer Munition/ na(bbem x+H fiatt x barin 
gefc$t »orben/ auf gebörige SBeife eombinirt itnb analpfirt/ ein 
SRittel barbieten »erben/ biefe 6tetigreit bnrcli bie Stecbnnng mi^ 
tnbriicfen. 

S>ie njimticlie 6(|i(tt$fotge »oOen »ir nun auf ben aOgemeinen 
SaO 7=fz/ »0 bad 3ti4en f iebe beliebige Sunfrion oon x barfieOt/ 



fßptititlfft* S)er £A9(or'f(^e Scifttfat; 



anwtnUn. 6tiftn mir mit^tt x+h Utt x itnb j+k ilatt y/ fo 
M<tt»iry+li=f(x+h)/ »oc«fl*j[e$tbarttm|>anbeft/ f(x+h; iii 
ler 9(vt iu tumidtlUf Hi lU mit ben 9erf(^ie^etten ^otetticn Don 
k ^(^ftetett eiiebet {itm Sorf^citt fommen. (&i mirb biefe Slcctinttttd 
bttrc^ bi( 9tatttr ber ^ttnftion nä^er bebtttgt/ unb wir merbeit ba(b 
febeti/ attf welche Sßcife fie ftc^ für lebe $orm ^on f brntTtüttHitn 
töfit SJor ber ^anl mUtn toir tintf mit ber ^mtttum begnügen/ 
haiß mm man h=o nimmt/ mobnrc^ anc^ k StnO mirb unb ber 
tmeite $nnft mit bem erfien iufammenfäat/ f&mmtlic^e ®tieber ber 
in Srage üebenben ^ntwicflung Don f(x+h) verfc^minben muffen/ 
in beoen h a» Saftor erfc^eint; ed bleibt bemnac^ btod ba« erife 
®Iieb übrig/ lai fo(gIi(|f f(x) ober v fein mni Sugleic^ iil bieraud 
erfic^tlicb/ ba8 h mit (einem negatii^en (Deponenten bebaftet oorlom" 
men rann; benn embiette bie entwitflung von f(x+h) ein ®lieb von 

M 

ber fform m1i-«=^ , fo »ürbe ba^felbe für h=o unenbUc^ »er- 
ben itnb man toürbe bie ttrfprüngtic^e ^nnftion fx nicbt »ieberün«' 
beo» 2>arait0 folgt/ ba§ bie entmicffung ^on f(x+h) mit rx+ einer 
9teiie i^on ®liebern gteic^tantenb if}/ in benett h anf verfcbiebenen 
pofitiven Votenien ali ^aftor borfommt- 

9(nm er rnng* S>ie ^nnrtion K^^+h) Mt fieb aOemal in eine 
nac^ ganjen ^otenjen ^on h fortlanfenbe bleibe entmttfeln/ 
menn x reinen beüimmten iBertb Ht. ^tnn t&mc in ber 

Cntwirffnng ^on f(x+h) ein ©Heb von ber gorm Mh h~ vor/ 

fo mürbe bie gftinrtion irrational fein/ folglicb megen biefer 
Irrationalität eine gemiffe Slnjabl verfc^iebener Sertbe bu 
ft$en; biefe 9(n}abl mn$ mit jiener i^unrtion r(x+h) ober berett 
entmieflnng notbmenbigermeife übereinflimmenber merben/ meil 
bie 6nbüitntion von x+h jtatt x bie 3abl ber in fx vorrom- 
menben 9tabiralgr96en meber vermcbren/ noc^ verminbern/ 
tioc^ beren 9latnr überbauet verSnbern tmn, fo lange x nnb 
nnbeflimmt bleiben* iS^ätte man baber für fCx+h) bie bleibe : 

fx+Ah+Bh« , , . +Mhh^ + ♦ . • / 

fo liefe fi(9 ieber ®ertb von fx mit lebem SBertbe voti f^h^ 
in a^erbinbnng bringen/ moburc^ bie entmicfelte ^nnrtion eine 
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größere 9Cn)a^( ^erfc^iebener Berthe aH bic untnmidtlH lu 
fommeti toürbc/ ma« tttiittlägid i#. 

§. 2. 3Ran fatin üAxim^ batt^uti/ ba$ im M^mtinta 

b. 1^./ Da^ in ber lSmt9ic((una t^on i^x+h) / attfetr bem ®tteb( f(x)/ 
befTen S^Mlent t)or(»in nad^geiDiefen morbeo/ tioc^ votrfommeti müffc 

1. (Sin ®Ueb y^h/ ent^altcnb bi( erfle $oteni t)on h/ mnUipli«' 
cirt mit einer fiemifTen %ViXiUm 9on x/ metctie burc^ y^ barflefleKt 
fein xaci^ ; 

2. €in %mmt von anbetrn ®nebern/ in benen h anf l^ü^ern 
^otenjen ali ber erflern etfc^eint/ nnb ixt borc^ c^h teprSfentirt mer^ 
ben mögen: « ifl (lietnac^ eine ^nnftion Don x nnb h/ worin ba« 
(entere nnr mit ganten pofitioen Ssponenten verfemen/ anintreffen ift. 

Um bie 9licl^ttgleit biefe« 6a$ed/ »e(c^er ber gefammten ®if eren^ 
tialredginung al0 ®rttnblagebient/ bar)ut(»nn/ »oOen n^ir bnrc^ ben 
«Pnnft M (x, y) an bie ^mu bmm', beren ©leic^nng y=fx ift, 
eine Sangente th legen» ®ir ftnben ftefanntllcft biefe ®erabe ba^ 
bnrd^/ ba6 bnre^ ben $unft m eine beliebige 6eeante gejogen mirb/ 
meiere man bann \xm biefen ^nnft ftc^ breben {äft/ bi« bie S>nrcb<' 
f(|>nitt«pnnfte M nnb M^ {ufammenfatten. Um biefe gepmetrifc^e 
Operation in a(gebraifcbe 6pracbe jn übertragen/ perraufc^en n^ir 
X mit x+h unb y mit y+k/ mobnrc^ ein {tpeiter $unft M^ ber 
Surpe in S3etracbt genommen mirbt i){erbnrd^ entjtebt fär bie Orbi^ 
nate p^\i'; 

y+t=f(x+h). Jluri ijl; 

MQ=h, p^M^=f(x+h), M^Q=ii, Ober 

k=P/M^— PM=f(x+h)-fx , 

looran^ mit ^ülfe Ui recl^tminf (igen S>reiec(tf mm^q entfpringt : 

Um bie Sage ber gefncbten S3erubrnng0(inie baran« bertnieiten / 
mfifTen »ir mi in biefem Xntfbrncfe h immer «einer nnb {(einer merbenb 
benfett/ bid ü enb(icb 9lna mirb/ mobnrdi angebentet mirb/ ba$ ber 
$nnrt M^ bem fünfte m fortmübrenb n&ber rncfe; bitf beibe infam^ 
tnenfaOen. 3)ie rechte 6eite obiger ®(ei(^nng/ menn man barin 
h=o fe*t/ i(t folgticb ber ®ertb pon tiing hmq. 



S)a ttitn hU itiuiifu Sage mattet S^tüf^tnmillnU ^on Um 
^nntti M üiHHt/ fo iH lUt, Ui toit M Stefttitat eine ^mttiott 
90tt X finbeti »erben t bUfet^e müge j^ l^ei^en^ 

i^UxMä) befielt nnfer gebadfttel }n)eite« ®lieb an» smd Sbeire»/ 
»9bon ber eine Don bem befenbetn 3^tH<i)H nnabj^ängig ifi/ nnb bet 
anbere tin 9(ggregat t^n ®Iiebern antfmac^t/ in »eichen h a» gfaftor 
erfclieint nnb bie verfc^ivinben/ wenn mM h=o mad(^t. SBirb bie 
®efawmtbeit biefer ®(tebet bnrc^ & beieietinet/ totl(iti ntit(»in ein« 
gfnnftion bon x tinb h ifl; fo b^ben »ir:. 
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eine Oleicbting/ bie mit ber obenftebenben (i) fibereinflimmt/ »enti 
man ben 9lenner h »egfcbaft nnb fx verfemt* ttnfer SKaifonnement 
mürbe übrigen« nid^t mebr in ganjer Strenge getten; menn ftcb burd^ 
Ua betracliteten ¥un(t (x/ y) ber Snrbe feine 3:angente m biefelbe 
legen lUU/ toai ficb Jebocb nntr in einigen befonbern S^Qen ereiinen 
mirb / m in betr ZHt bie 3)ifFerentiattecbnng ficb oicl^t beuUicb Mi'^ 
fpric^r. eo lange man fic^ aber an aOgemeine S&Se Hü, für meiere 
nSmlict^ X nnbefiimmt bleibt/ mirb ieberjeit bie ®{eic(ittng (i) iftxt 
9ti(fftig(eit (aben. 

§^* 3* 2)ie iSntmicftong ban r(x+h) lägt fic^ alfo immer/ von 
meleber 95ef(bafen(»eit bie ^nnftion f ancb fein mag/ bnrc^ fcbicf«* 
lic^e Slecbnnngen in berfc^iebenen ®liebern angeben/ m\>on ba« 
erfte bie borgelegte ^unftion fx an^mad^t/ ba« iweite ein ®(ieb oon 
ber 5orm y^h iji, in welchem ber StttoadJ^ h nnr anf ber erjlen $o^ 
mi oorlommt nnb ber anbere ^aftor eine gemiffe ^nnftion t^on x 
ifl/ bie übrigen in bem9(n<brn(f ab begriffenen ®Iieber enblic^ oeN 
fcl^iebene/ i^üi^ere potenten bon b entbalten/ b. b/ bag^jnm ajer^ 
fc^minben fommt/ menn h=o gefebt mirb, 

S)er Soefüeient y^ be< tmeiten ®nebe0 y'h ü, mie gefogt/ eine 
Sfnnftion ^on x/ beren %ef4afenbeit butc^ bie vorgelegte Snnftion 
y Ober fx gant bebingt ifi; überbem ifi biefer SoefHeient/ megen feiner 
ttnabl^Sngigfeit oon h befonber« geeignet/ Hi SBorbanbenfein ber 6tt^ 
tigfcit in ber ^nnftion f an^inbrücfen/ meil er bon ber gteid^teitigen 
95etra(^tnng tmeier ^nnfteber Sttroe b<rrüi^rt/ melctie fo nabe/ a» man 
nnr immer miO/ aneinaober liegen. 3)iefer $artor y^ ber ertlen 



fiorbeaviffe. Set 2:o9loc'f<(< £<(rfa$* 



$oten) Doti h ijl ititn (ai/ »atf manMe 3)erii)itte ober ben 2>if<> 
ferentiatcoeffieienten ber Suttftion y nennt: man fleOt ün 
anc^ btirdSi r^x bar. (a^ergleid^t biermit bie böb<re SUgebraO S>U 
Snnftton c« (&it fic^ felbfl mieber/ »U »ir balb (eben »erben / in 
eine nacb ganten ^otenjen von h fortlaofenbe SReibe bermanbetn/ 
m jeber Soefüeient/ eben fo gntttie ^^ bie eutisfett in ber %nnU 
tion y auibrücfen fann. S>iefe 95emer(nnfl t^nt übrigen^ nnferer 
f ruberen ecbrngfotge feinen (Eintrag/ ba mir bie bejtimmte 9(bb5ngigf eit 
iener Soefjicieuten oon y^ nacbweifen »erben: nnr wirb man bann für 
gebacbte 9$eiiebnng ben einen ober ben anbern jener Soefficienten 
tomtn rönnen/ toit ti bie oorliegenbe Mnf gäbe gerabe mit fic^ bringt 

§. 4. igt iü leicbt eininfebe»/ ba$ in ber ®(e{(bung (2) abetlo 
mebr abnimmt/ ie f (einer h mirb/ mit melcbem ti |ttg(ei(^ oer^^ 
f (btoinbet. ^Utaui ergibt fieb folgenbe« Stefultat/ Ui öfter! eine oor^ 
iüiiidit aSerfabrungemeife barbietet/ bie ^nnttion r^(x) aui f(x) j^ertn^ 
leiten/ nfimlicb: bie 3)erioirte y^ einer Munition y ifl ba</ moranf 
fic^ iai erfte ®(ieb ber ®(ei(bnng (2) rebneirt/ menn man b=o 
fe$t; b. b* %i^ S)erioirte y^ ober ber S>ifferenttaleoe^ 
fieient ifl bie ®ren)e bei SBerbättniffe« bei Suioac^feo 
biefer ^unftion y tu jenem ber S3erSnber(i(ben x: benn 
in ber Sbat ill ber SäWer f(x+h)— f(x) nicbti anber« ali ber ttn- 
terfcbieb ttoifcben ber geSnberten ^nnftion nnb nrfpritnglic^en nnb ber 
9tenner h ber bem x beigelegte Sutoatiti. 

§. 5. ei iü ])on 9tn^en/ ben Urfprnng be« 9Borte« S)if^ 
ferential ^n fennen. Sir febren beibalb tn ber ®(eicbnng (2) 
inriicf/ in »eitler bad ®(ieb u aof jieben beliebigen ®rab ber 
iXUinbeit gebracht merben fann/ mSbrenb bie oon h nnabbSngige 
®röfie (onflant bleibt: bai }n)eite®(ieb nSbert ficbbann immer meftr 
nnb mebr bem ®ertbe y^ fo bafi bie JDifferenj f(x+h)— f(x) für 
febr fUine 9Bertbe oon h fidi^ anf y^h rebneirt/ wüdti, einen 2;beil 
ber 3>ifFeren) »wifcben ber geSnbtrten nnb nrfprfingliclien ^nnttion 
andbriitfenb / febr fUine S)iferent ober ^Differential genannt merben 
fönnte. Seib ni^/ welcber mit 9temton M ISrfinber ber 9)iffe^ 
rentialrecbnnng angefeben mirb/ üeSte bnrcb ba« 3ei($en d ben nn^ 
enbtieb fUinen/ einer SBariabcIn beigelegten 3n»a((i bar/ monae^ dz 
nnb dy ali 6teObertreter ber oben gemSblten Sincliflaben h nnb h 
gebraucht werben/ mithin y'dx jiatt y^h gcfc^ricbcn/ M S)iffcrentia( 



fßctht^xifft. S)cr Xü^Ut^fä^t £e6rfa|. 



9on 7 flttt/ b« (. djnzj'^dx: bie (entere 93eteic^tittn9 ifl Mc semil^n« 
lxd)ttt. 

2)ie ©erlDirte ober b<r ©lff<r<ntiarcocffici<tit ber 

%MUt0n y=fe ^at ^icttia* tri y' ober f'x ober ^ feine ©arflettötifl: 

berfelN ifl atfo bcr Soefficient be« {weiten ®tiebe« 
ober ber eriten potent oon h in ber iSntwicditng bcr 
geSnberten S^nnltlon f(x+h)/ ober auc^ bie ®ren}ebe< 
SerMitniffel ber dleicIit^itigenSuwac^fe einer %nnU 
tion onb ibrer {ßerfinberlic^eti ober enblict^ ber Soef^ 
fieient ber »nenblic^ fteinen 2>iffereni d}=7^<ix/ meldte 
man finbet/ menn man x ttm dx oermebvt. 

3nbem mir bem Sporte S)eri9irte bie vor^erge^enbe S^ebeuinng (äffen/ 
f3nnenmirje(tfaflen: bie iDifferentialrec^nnng iflberjienide 
3»e{g ber Mbern 9(nal9fi4/ melclier {ttm ®egenjlanb 
bat/ bie S>eri^irten aHer i^orgeregten Snnltionen )tt 
fne^en/ ttnb bie befonbern Sigenfc^aften berfelben an^ 
tttgeben; babei »erben jene S)erit)irten ^oringdmeife 
in forcl^en 9(ufgaben Stnmenbnng finben/ in melden 
bie 6tetigfeit ber ^nnf tion tinti ber i£)aupterforberi' 
niffe aufmacht* 

ettftn mir ben 9(u<bro(f y^ ober f^Cx) altf befannt an/ menn 
f(0 gegeben ifl; fo mirb berfelbe/ mei( er eine Snnftion ^on x ifl/ 
ft4 ebenfaO« flnbertt unb feinerfeit< tint S>erioirte baben Unntn, 
melcbe mir burcb y^' ober f"(x) barfteDen moUen. ebenfo mirb y"' 
ober f'"x bie ©erioirte ober ber ©ifferentiafeoeffleient oon y'^ ober 
P'x, y»^ ober f'^x bie ^on y'^' ober f'^'x fein/ «• f- m» ^ittmi 
erbeDet/ ma( man nnter ben 2>erioirten ober rifFerentiaUoefficienteo 
ber er#en/ )meiien/ britten« • * Orbnnng in »ergeben bat. 

SRan fd^reibt ben 3)ifferentia(eoefft(ienten ber imeiten Orbnnng 

,f»: ^/ wo ^ a(4 primitive Snnftion flitt. S>ara»« »ir^ 
man Ici4t »U S5(}(i(&itnii8(it fttr ^ie fols(iib<n S)if(r(titial»efüc{eit' 



\oxht^xifft. 2)€r feat^Ut'fd^t «ej^rfa^. 



ttn aBrteNett. Sbti iicitn Opevatiottett toirl ta« 3)ifferential dx 
teflStitid ald eine nmtt&nUtUi^t QtHt itmdfttu 

Stnmerfttttd« mn Ifcn ftc& ivo^t )tt merfett/ M ber S3ttdSi'' 
Üa6e d (ier feine ®t(ige (ebentet/ fonbetn ii0% aU Seichen 
gilt/ nm bie 93enennnns S)ifcrentia( antfinbrucfen/ iUid^ mie 
Ui ben Sogarttbmen ber asnd^iiabe i a(d Seichen ber &oi^ 
tititmtn Atixmöit mirb. saenfo bebentet in d^y^ d^ nic^t 
bad üuabrat t)on d ; fonbern btefer SCntfbrncf bieot nnr bajU/ 
iai imitt S)iferentia( fürt nnb pafTenb }n bejeicdnem S(tf4 
nttt^ man fic^ büten/ tu übetfeben/ ba§ bie 9(ttdbrii((e dz^^ 
dx» • • • einerlei mit (dx)«, (dx)» . . , fwb, 

f • 6, S(i« j[e$t milTen mir nocft nic^t / anf weI4e 9(rt x »nb h 
in cc vorfommen. 9}efd£iäftiden mir nn« baber nun mit ber Sntmicflnng 
biefer Sonftion. Sfnbem mir y^+o burc^ p barfteOen/ M^t^ wi^' 

, f(x+h)=fxH-Ph=y+Ph . . . (3), 

mif menn x+li=z/ mit^n h=z— x gefegt mirb/ 

f2=y+P(z-x) gibt. 

S>ie ®r9$e P/ melcbe borbin eine ^unftion bon x nnb h mt, 
i9 it^t in eine ^nnftton ber 93ariab((n x nnb z tiberdesanden/ bie/ 
megen ber SBtOIä^rlicbfeit ibrer S>ifFeren) h; gan) nnabb&ngig i^on 
einanbcr ftnb. SRan fann folgticb z a(tf eine gegebene conjtante 3ab( 
betrachten / nnb x aOein mit y nnb P/ melcbe x ent(»alten/ iicb ^n^ 
tern laffen. {ßertanfc^en mir baber x+i mit x in ber Untern (3UU 
clittttg/ fo bleibt ID fz nnberSnbert; 2) mmanbelt fic^ y In y+y'i+/5i; 
3) gebt PCz— x) in (P+P'i+/i)(z— x-0 nber, »ebalten mir in ber 
gefammten ®(eic^nng nnr bie ©lieber bei/ in benen i anf ber erf{en 
^omi borfommt; fo baben mir: 

o=y'i— Pi+p^iCz— x), moran« 

P=:y/+P/Cz-X) . . . (4). 

S>iefe ®(eicl^nng merbe gerabe mie bie bor^ergelftenbe bebanbetr* 
2)ie UmSnbernng bon x in x+i gibt bann 

p/=y//-p/+p//Cz_x), toomi 
2P'=y>/+p//(z-x) . . . (5), €benfo üttbet man: 

3p//=y/'/+P'//(z— x) . • • , 
4P///=y«^+pi^(z— x) . , . 



9i9ttt^tifft. Ser Ca^I^r'fcfte ^tUi^i^* 



enminireii mir P/ p^ p^^ « • mit i^ülfe Ut mmnnin W, 
C4)/ (5) • . « / itn^ fc^rei^en loiebet h ftati z— x ; fo cnt#eftt; 



v//h2 v^^^h' T^^M 

S)kf( formet t^ei^t »et 3;a9Ut'f(|ie Sc^fa«/ mci( »ev 
etigUfc^e 9Rat(^emat{(ev Zc^xtlot $c ttt<tf{ erfa»». 

S)er mtiO^um CO }ufo(ge toar nttn UU Munition K^+h) in 
dnen 8Cu«btiirf »on ber Jorm y+y'h+ah tnmidtlbüti wobei bet 
britte S^eil «h bie/ bie erüe $0tett) i^on h überfleigetibeti/ ®({ebct 
entt^Srt; nact^ bem 2;a9(otTc^ett 6a$e toSre ba^ev lit S3ilbitnd btefet 
le^tern bliebet befannt Mae< bied ftimmt mit Um im §• 59 bet 
Iftobern SUgebra ®efaflten DoOfornmert fibereitt ; nur beteic^ttet biet fx 
eine beliebige ^tttiftiort ^on x/ ivfibrenb bm etf eine rationale gante 
Sfnnftion un x bebenten 

®ir bitten a{fo nac^gemiefen/ baf / fo lange x feinen beftimmi' 
ten SSertb bat/ lebe ^untti^n oon x+h ücb aOemat in eine nadt 
ganjen nnb pofuioen potenten von h fortlanfenbe SReibe verwanbetn 
ISit. 2Die bleibe (A) fe$t nn« in ben 6tanb/ biefe Sntwitfinng für 
iebe ^nnftion aningeben/ für totidft bie anfeinanber folgcnben 9)if' 

fcrentiateoefficienten fx, f^x . , . ober y', y'', • ♦ ober j;/ 57a • • • 
oon fx anfgefnnben »erben fünnen, 

9(1« 95eifpiel foO bie ^nnttion 7=^^" Selten« S)iefelbe gibt 
y/=mx»^> , weit foWe« ber Soeffieient »on h in ber Cntwicflnng 
9on (x+h)» iiJ. 9benfo bat man 

y'^=in(in— Ox"»^», y''=in(iii— l)(m— 2)x»"3 j(^ 

Gnbflitnirt man bieronf in bie aOgemeine Steibe/ fo befommt man 
f(x+h)=(x+h)» nnb man ünbet bie »ewton'fcf^e gormet »ieber* 

e« i# alfo bittreicjenb ba( mitt ©tieb inx»-^h oon Cx+h)«» 
io fennen/ nm bie ganje Sntwicflnng fär ieben beliebigen SSertb 
9on m boran« absnleiten. 

Obgleich mir in ber ffi^ttn Mlgebra gezeigt baben/ »ie ftd^ ^tu 
fcbiebcne Sfnnftionen in SReiben entwitfcln (afen; fo mUtn »ir jebocl^ 
dergleichen 9lii<brti(fe «orerft Mi ber 2;a«Ior'f4en Formel berleiten, 
t»a« gant einfach mittel^ ber S>ifferetttiation«regeto gefc^e^en fann; 



to SiffcrcntiattPtt ^er ardebraifc^en ffunftionen. 

mir mtUn ba^er i^on fotddeo Steigen feiten (3tbtMdf macden/ (evor 
totr i^re Slicfitigfeit ntc^t i^Ptt 9l<ttem tiact^gmiefett ^abeti. 

S)tff(retitiattott ber algc^raifc^en Sfttttitiotten. 

§. ?•• 3>te $(rt Ut 3ttfamm(iife$ittt8 ber ^erivtrten j^ Uhi 
ntin flatt} dph ber primitiven Sttnf tioti a( / i^oti mlättt fit Hi ®r# 
prfige an fi^ trSgt. Stf ijl Ulftt ^mtft bie StagC/ geballte ^ctu 
oirte für aDe gegebetictt dunttiontn }it teftimmctt/ »a0 ftct^ burct^ 
(ine {»eifac^e SJerfa^rttrtgtfmeife »e»crfjleaiflen {Sit. 3>i( etile er«* 
fliN ftcli ttnmittetaar att< ber in ber Ofeic^nng (i) antfgefproct^enen 
SDefinitiom SRan entmicfelt nSmlict^ f(x+h) — fx nact^ 
ben $Pten}en t^on h, ttnb bebSIt bUf jene ®{ieber 
ber Sntmicflnng bei/ in melci^en b auf ber erften Vo^ 
teni erfcliYint; ber eoeffieient biefer potent iü ber 
3>ifferentia(eoeffieient ober bie gefuddte S)erioirte 

§* s. S)a< {weite S&erfabren ^ieit anl ber Sietract^tnng ber ®ren|en. 
9lan fttclie n&miid^ unmittelbar bie ®ren}e in bejiim" 

men/ »elclier fi* ber jünotient f^'^'^^' d!^ beibemforti> 

»Sbrenben $(bnebmen bon h obne Snbe nSbcrt; biefe 
Orenje ifi nnfere iDeribirte >^ 

Obfcf^on bie SCnwenbnng ber einen ober ber anbern ^orm biefe5 
Serfabrentf bei aOen Snnftionen einer fBariabeto feine ^ct^wierigfeit 
bat/ fo ift ti bo(( ber Slec^nnng förbertic^/ bie JDerioirten ber ein« 
fact^flen Snnftionen ein ffir aOemal }tt entwickeln/ nnb aui ben ia^ 
bei gefnnbenen SlefnUaten eben fooiele befonbere SDiferentiation^re^ 
getn tn abfirabiren* 

§. 9* (&i fei j=A+Bu— et * « « / wo k, B; c... Sonftanten/ 
u/ 1 : « « aber gfnnftionen bon x finb. ttm bie S)eribirte tu erbalten/ 
fet^e man z+h üatt z/ bicrbnrc^ finbert flc^ A nic^t/ Bu verwanbelt 

fi^ in B(a+u'h+ah), Ct in C(t+t^+ßiO. 

S>ie geSnberte Sotiftion iü folglich: 
T=(A+Bu— Ct , • ♦ )+CBa'— Ct' , . . yh+Bcth-^Cßh . ♦ • ; baratt* 

y'=Bu'— et' . . . : 



Differentiation ^er aUebraifct^en afunitionem ü 

(Sitte an« mehreren OHe^ern itfttfftnit Sfttnition 
l^at a(fo ittr S)eriDirten bie 6ttmitte ber S)erit^irteo ber 
eitttclnett ®(ieber/ »oaet fo(c|ie t^re Sßotitidun uni 
eoefficietiten beikeNlten/ bie eonfiatttett ^lieber ba«» 
gegen i^erfct^mittbeit. 

»elfpfeU: 1. y=a«— »^ gibt y'=— 2x. 

2. y=l+4it«— Sx--3x« liefe« y^=8x— «-"9x«. 

§. 10. ee fei y=u*t/ »0 u ttnb t aUmali Sttitittotten i^ott x 
Ünb. ^nt(Sf bie Gubititutton von x+h ftM x er^Ut tttatt: 

Y=z(u+u^ii+«h)*(t+t'h+/3h); mtMi 

W fei fertier y=u*t.v. gRoit fe$e i»v=z; babtttc^ (omtnt y=a.z/ 
tDorait« y'=a'z+uz', iii iü aber z'=t^+tv^; fotgWdj^ 

y^=tvu'+tuv'+UTt^ 

S)tefe S5e»eilart {Sit ftc^ (eicf^t auf 4/ 5 • . . t^er&ttbetlic^e Saf.* 
torett aiilbe^nett unb matt M aOgeittcitt fo(gettbe Siegel: 

3>ie ^erioirte tinti ^robofte« t^on (elieHg i^ielett 
$aftoreit loirb gefnnben/ tvettn tttan bieS>eri9irte eittetf 
leben einzelnen ^att^ti mit bem $robttfte aUer itbri«' 
genSfaftoren mnltipHcirt ttnb bie eittjelnett StefttT«' 
täte abbitt* 

» e i f » i e I e : i- y=Ca+ »X«— ^) &iit y'=— 2». 

2. 9(n< y=(a+bx)x« entftebt j^=hx^+$x^(a+hx\ 

f. 11. e« feien z nnb a }»ei ibcntifct^e ^ttttfti^ttett vott x« 
S>ie fBertattfc^ung t^on x mit x+h in z=u liefert: 

z+z^+ah=a+u'h+/a; 

to0ratt< z'=u'. Sbert fo l^at matt z''=tt"/ z'''=u''' . . • ♦ 

2)ie S)erit)iift(tt i^ott beliebiger bo^ eitterlei Orb# 
ttttng ttveier ibetttifdden Sfunftionett fittb folglich rc^ 
fyeltib eittattber gleid^« 

{. 12. (ti fei 7=7*/ »0 u ttttb t gttttf tiottett bott X ünb* 9to« 
itttferer Oleic^ttttg etttfprittgt ty=u/ 19a« itac^ bem Sori^erge^ettbeti 



A^ a)iff€tentiatton htx algcbraifc^en afunftioncn* 

y/t+yt^=:u^ ^üu Stimmt matt ffittaui Un 9Bcrt( Dott y^/ tttt( fyb^ 
iHttttrt ffir 7 Ictt i(m gtetcdett S3rtt(^ y» ^^ ^^^^^^ ^^^* 

3>ie 3>eifi9irte eilte« 93rti(^e< ift Malier 8leic(> ter 
3>eri)^irteti be« B&iUti/ rnttltipHcirt mit itm 9)etttier/ 
tüctiider Itt SDerit^irtcn iti^tnntti/ murtiplieirt mit 
bemS&^ter/ bett 9leü bivibirt bttrc;» ba< iCtuabrat iti 
Sftitintti. 

Sfnmcrfttog. S)te vor^trgeM^c Stege! (Sm man aud^ anf 
y=Y (tttfpWndt nämlich / wctin man x+h itatt x fc^t: 

*— t+t'h+/Jh — t "•" t» "+ • • • 5 

b. ^. y/=:*H^ll!ll mit o6en. 

$. 13. SSenn Hx 3ä^Ur u «onflant ifl/ fo iH u'=-0 unb man 

M Mof y'=— J3-: b. ^. bie 2)etri»irt< eine« »rnc^e« mit 

conHantem 3SH(v ifl flleie^ bcm mit entseflendefe^tem 
S}»V}ei(^en flenommenen $robn(te be« 3A^((vtf ntit ber 
iDevivirten be« Stenner«/ bnr((» bat Cinabvat bei 9len« 
ner« bivibirt. 

»eifyieU: i. y=^ gitt y'=-^. 

2. y=-^Hefe«y'=p-. 

i 14. ®{r gelten je$t }« ben ^erivirten ber ^otenjen ü^er. 
I. ®« fei m eine ganje D0fiti»e S<»<inn y^x". S)a x»=x.x'»-'/ 
bi( t^eU»(if( $eri««ti0n/ t»i>rin bie S>erioirt( Ui erfiern $aftor( 



S)iff(f<tttiatiott btt «lUtitAlfAtn ffunftionen. i5 



wt^nUa fitibr mil itUi <Siai<lnt Ut m wt^wUntn x (l(nri(((r« 
todft ^ttmimoitn »ttUn tarn; fo |«t man y=mx<>>^^ 

$iir 7=2"/ wo z <iti( Sitttftioti 90» X iH/ (tr^jilt na»/ 1« 
z>»=z.z»-«/ ttn^ M<®e»i»lm ittSSem« auf b<n etrfl«» ^«norz^z»-» Ifl: 

»(Ott matt tmht/ ^^S il(^<v »er m 0a(tot(ii z »ie tifimtic^e iDeri« 
Viru liefert. 

»eifpiele: 1, gär y=(a + bx+ «2)» flnbet ma»/ wenit 

z=:a4-bx+cx2 fleft^t Wirfej 

z'=b+2cx / y'=inz"'-'z'=in(a+bx + cx«)'»-'(b + 2cxD. 

2. 5är y=x»(a+bx*) Ht WM/ »e«« a+bx«=z 0ema(^i wirb: 

y/=3x»/+x»z'=x«(3a+5bx«). 
3. y=(a+bx)« ^{(t y/=2b(a+bx). 

4. 9(ii< y=(2x»— 6s^ + 4x) ' entfielt 

y'=6(2x»— Sx2+4x)»(3x'''— 6x+2). 

IL iii fei m eine flanje negative 3«W/ *• *• m=— «. SWan 
Mban«y=z»=K~°=-4-- SotöHc^ na(^ bem »or^erfle^enbe« S?a* 
ragrap^en 

y/=3_ I!^I!Li.=_nz-»-».z'=mz'»-»«z'. 

SSeifpiele: 1. gför y=^ *at man y'=-^. 

2. y=(ax-bx2Xcx«+d)-'8i>ty'=?^=^=^'. 

in. e« fei m in y=Ä» eine geJroc^ene 3«^^-^. ®< illH«» 

T =-2-, ober y« = zP/ wenn man ba« ©anji anf We qte Voten» 

erjeöt. 3ntem man bie ©erioirten ItiUt Z^tttt, wtf^t ibentif^e 
^nnftionen von ^ ünb, nimmt/ er^Slt man nac^ Um SSor^erge^en« 
*en/ p «nb q müflen pofitive ober negative ganje 3«Wett fein: 
qyq-«.y/=pzp-»«z' ; ^ieran</ weil p==qm nnb y=z'"/ 

qz»9-»»y^=qinzT»-'z'; fo(gli($ y/=:njz»^' • z'. 



14 S){ffcr(titiatiott bcv argetraif^eii flfitttftipiieii» 

IV. 3>{e mfmWttn SfiOe (erec^tigctt uni t« folgendem 6(l^(tti; 
2>le ^ttUittt 900 z« i# mz»-"^»z^ m mafl (lue pofitive, 
ucdatit^C/gattte 0ltt ititoi^tntS^ffl Uint h.ff. ifl gleich 
^tm $ro^,ofte (et JDirlt^irten ber (lo^ett ^ttnftiott z 
mit bem (Sepottenten ttnt mit ber ttm eine ein^eit ^er«» 
minderten $oteti} berf<(beti; bie^eriHm z' ergibt fic^ fibri* 
gm« au< ber OUic^utig z=fx. 

»eifpfere: !• y=r[(«+b»^)*l #1/ mnn man z==a+hx^ Uit, 



y=zJ; y' = -|-z. ?z'=-|-r(a+bx2)2bx. 



2. )=rx» lufm i'^^yj 

3 



$. 15. !Da man ^ttjig üofttramnrtcdi {ii biferdttiirtn 6(' 
(onmit/ fo M fic^ fär bcrsUic^cn ^nnftioiicii tittc ((f»nb(re 9tege( gf* 
(i(b(t/ »((((»e an« folgenter fKcc^nnitg ^trvorac^t. 

C^« fely=rz; »wall» y'=2pi- S»«« «fMH fpr«li* t>ie 

^crivivte ferr £litabratwtir}el au^ (iit<r Qvi(|e/ uxnn 
matt bi( S>(rivirt( tiefer 0r9fe biir(( (ie toppeltc 
iCtttabratwttrtd bivibirt. 

95(ifj>lc(e: 1. gär y=a+brx— -^ ^9Vxmj'=-^^-\- ^_. 



r(a«-x») 



3. y-_x+r(a^+?)«*''* 

o 



i&£n( tttoti Un wtitUiun S5tu^ oNn ttnb itnteit mit x+y^Ca^^-x^ 
mnltipHtirty fp wätU man erf^arun ^aaui: 



SXfferentiati^ii htt atithtaifditn 9ntiftiott€tt* 15 

SCnmerfttttg. 2>ie ^txMm t^oti x» ({itte fict^ unmitttlbax 
Mi Ut ^nmidluni ^en (x+h)» i^erleiutt lafcti/ mennmatt 
^enS3emei< (er S3inomia(formcI ooran^fe^en moOtC/ ittbem in 
litUt (gntwWltttifi mx»--« bert eocfflcictitcn >er erjle» Voten} 
i^ott h Htttu 

§* 16. Sßa< hit irrationalen nnb imaginSren (Sfiponenten an^ 
lanat/ fo ^a(en wir ni(bti miut Ht&itt in erinnern/ inbem anf 
Üe bie vorigen Slegefo ebenfaQl pafTen. (SRan oergleiclie hiermit bat 
int §* 10 ber ^S^ern Sltflebra ®efaateO Sin S^etoeiO/ ber n(ri0en< 
ffir aOe SfiOe gi(t/ ift folgenber: 

3>ttr(^ bie 6nailitntion oon z+h jlatt x in y=i" er^ült man 
Y=(x+h)«==y+y'h+ K.; »oran< 

(i±Ü)"= (.+i)"= (i+.)-=H ;^ + »., • 

wenn man Hi ®Mit lutdf x» bioibirt nnb b=xz fe^t* 9tntt iü 
aber (i+z)» oon x nnab^üngigr meU z, wegen ber aßiafiirlid^feit 
von h/ gan} beliebig iü/ fetbü wenn x einen beftimmten SBertb (at; 
wotan< beroorgebt/ ba^ bie entwicCInng bon (i+z)"* (ein x me|ir 
mff&üf toüi fofort auäf für Hi »weite ®lieb gilt. 9Ran (at baber 

-J^ = einer eonflantett/ b. >. y' mni bergejlalt an« x jufammengei» 

f<bt feitt/ baß ber önotient ^^ eine gnnftion bon m, wie fm, 

0ber y'=x«-»*fm werbe- W ^anbelt ft* iebt barnm/ biefe SnnN 
lion ttfibcr in befiimmen. 9Bir (aben : 

(x+h3"==x»+hx"»-' • fm+ u. ; be«glei*en 

(x+h>»=x« +hx»-»fn xt.i nnb 

(x + h)tt+»=x»+»+hx»+'»-» •f(m+n) + it. t 

wenn man m in n nnb m+n oerwanbeit. ^nrcb ti( SRnltipUfation 
ber beiben erften ©Ulcbungen entflebt a» ^robnft bie britte etei^ 
^ixn* nttr fomwt \x^ erjiern fm+fo ftatt fCm+n) oor; bie 3f>entität 



to S){ffet(tttiat{oit btt ulithxaif^tn ffutiFtionen. 

bcr itiUn Stefultate er^eifc^t a»er f(m+n)=:rai+fn« Sdttu^M 
matt tiitn n aM ben Sntoadd« t^oti m/ fo mirb matt (a(en: 

f(m4-n)=fm+nf^ni+ k; tnit^m 
fn=:af^iii-h K. 

S>a Hi tx9t ®IM WUt 9(ei(^ttnfl Uin m etit^Srt/ fo »trb 
üwif IM ivotitt 9Pn m nnabHmii ober mit anbern 9Borte9 &m= 
einer unbefannten 3<i^I ^ f^io muffen, i^ierantf folgt 

f//=:f'//=. , . =0; ferner fn=:an/ nnb fm=:am, 

€< bUibt nnl je$t bie beflSnbifle S^bl a jn beitimmen übrig. 
9Bir macben be0ba(b m=i in 

»a^nn« fofort Äibt;x+h=x+ha; b. b* «=*• 
Solfllicft fm=m nnb mm bat bie ©erioirte y'=mx«-». 

gür yi^z""/ mo z eine ^unftion oon x ifl/ befommt man iebt: 

f(x+h)=(z+z^h + . . 0"=z" + niz»-».z^h+ K.; ttnb y^=inz~-»z', 

§. 17. e« fei y=fx eine oerwirfelte gunftion/ wercbe/ »enn 
man einen Xbeil baoon bnrcb z antfbrucft/ ober z=Fx macbt/ ein^ 
facbcr mirb nnb ficb al$ bto^e Sunftion oon z, oon ber ^orm y=^z/ 
berandfleOt. 9(nf biefe 9Crt bat mm folgenbe brei@{ei(bunflen/ oon 
benen bie eritere bad Stefnttat ber eiimination oon z an« ben t»ci 
anbern iit; 

(1) y=fx/ (2) z=Fx, (3) y=g0z. 

SBir ttoOen jiebt bie ©erioirte y'=J^ mittelfl ber beiben lUi- 

tern ®{eicbunflen bereiten/ obne mi be^balb ber erftern }n bebienen. 
3ti9i(rberil maiTen toit jiebocb bemerfen/ bag unfere bi^berige S^e«* 
teicbnnnfl burcb 9(eeente bier nicbt mebr autfreicbt/ inbem y^ ebenfo 
gnt bie ^crioirte ber erften®(ei(bnnfl/ a» jene ber britten barfleQen 
fann/ »fibrtnb in ber einen x, in ber anbern z bie nnabbfinflige 
SSerSnberlicbe iü/ nnb bie ^nnftionen g) nnb F febr oerfcbieben oon 
einanber ftnb. Sßir »erben baber im oorliegenben %aüt/ nnb in an^ 

bern iibniicben/ unfere tweite 93e{eicbnnng »{ibien/ b. b- ^ ober 

dx 

^ fc^reia«, J< iia*^««! bi< ©erlulrt« wn j in »fjttfl auf tU an- 
a(^Sn0i0< e(vSiib(rH(^e x ober z flenomiiKtt »ivb. S>i(« vorait«« 



9ifftttntiAti9n htt ülititilfi^tn ffunftUnen. ir 



dd^iät/ ^a^en »ir nun, »enn x mit x+h in (2) nmu^^t itnb 
ber 3ii»a(^< t^^n z bttrt^ h bargcjltat wirb: 

$(vit(r (rMtcn wit «u« (3)/ »«in z in z+k üimtffti 
Soldlic^ bttrc^ ettftjiitntion b(4 äB<rt(« von k: 

dy dy dz 

dx dz dx* 

3>er 6ioti tiefer SUic^nns i# fo(g(nb(r :lBcnn7<ine$itttfti0n 
«Ott z/ ttnb biefe« toiebet eine ^unttiott oon x, nnb bie 
3>(ti9irt( von 7 in 95()ttg auf bie nnabHndide SSeran« 
bertie^e X gefnttben »erbe» fpO; fo braucht man Hoi 

bie iDeri»irt« ^ von y in ajejng anf z, aU nnabH«' 

gige »er^inberlie^e/ nnb bie iDerioirte von z in SSejug 
auf x/ aU nnabHoflid« Serünberiic^e/ jn ^udun, »m 

in bem Vrobnfie ^ «^ bie verlanjte ©erivitte von 

7 in 9$e{tt9 anf bie nnabHnflide SerSnbertie^e x in er« 
^alttn. 

9i iü nictt tveiter nütbig befonbere S^eifpiele fieer biefen gebt* 
fa$, »ere^er nni äarigen« in ber %eHt von vielfachem Sl«$en fein 
wirb/ bier anfjttfä^ren, iobem e» fc&on bei »eUimmunfl berS)erivir* 
ten von z" in SCnwenbung (am. 

«nmeirfnttd- SRan (ünnte anfand« diauben, baf ba< Stefnitat 

dy dy dz 

dx dz dx 

fl(^ von felbji verüSnbe/ »enn man ben Unterfc^ieb HUtüU, 
mlöttt jmifc^en bem iDivifor dz nnb bem iDivibenb dz ftatt« 
ünbet. S>a« erjie dz aeigt nümUdf Ifkt nic^t bM eine S>i^U 
üon M, fonbern mü^, ba§ bie ^erlvirte von y mi ber @(ei> 
(t^nng y=gra ^eraeieitet »orben, inbem z nnb nie^t x ;inen 

u. Ob. 3«. e»d>. 3 



18 SiffetentintiPtt btt al^titaii^tn flfunfti^neit. 

Zmadfi erhalten; »S^rcnb bat imiu dz aniixüdt, ba§ Me 
^ttWixu Don z ani Ut ®(ei(t^utig z=Fx (errü^rt/ inbcm x 
etnctt Sutvac^i (erommcm 

§. 18. ISd tmn ftct^ erdflttcnr ba0 Me Sufammenfe^uttfl (er®Utc|iunfl 
y=Fx bie SinfiK^rung iwcier fßatiaitln z uti^ u/ meiere ^itnftionen 
l^oit X finb/ toünfc^etiiwert^ madftt; in »eictiem ^aQe (ie oorgcUgte 
eUic^ung }=rx . . . (i) lai SKefuUat tcr SUmination ))on z un^ u 
twifdden folgenden brci Steidduttgctt ift: 

(2) z=Fx, (3) u=it^x, (4) y=gpCz,u). 

S)ie 9(ufga6e toSre je^t/ DcrmUtcIji ber itti testen ^leict^ungeti 
tie S)erit)irte ber rrflern (^ersuleitctt/ gleic^fam aii (»Stte man barin 
X mit X + h t^crtaufcl^t. 3)iefe in ben ©(eiddungen (2) unb (3) ^ot^ 
genommene Srandformation gi^t uni fär bie refpeftit^en 3^mi^it k 
ttnb i oon z nnb u : 

i dz - , , . du, - 

9Bir Snbern ie(t z in z+k nnb u in u+i in ber ®Ui(^ung 
(4) nm/ mobei z unb u ald unabbfingige S3<ränberli($e belianbelt 
»erben/ »eil biefer Xbeil ber SKec^nung ber näm(ic|ie bleibt/ k nnb 
i mügen einen befiimmten ober einen wtafiirlic^en 9Bertb baben. 
i^iernad^ ifl ti nntf geflattet/ oorerfl z mit z+k (n oertanfc^en/ 
o^ne babci a {U finbern; a(«bann in bem 9lefu(tate u+i jiatt u jn 
fe^en/ nnb z babei unoerfinbert }n (äffen. 3>iefe (»iefac^e Stect^nung 
n)irb mi jn bemfe(ben Snbrefu(tat fübren/ ali mnn man beibe Men^ 
bernngen anf einmal oorgenommen b^tte. 

®ttrc& ble ©ubjlittttion t)ön z+k (latt z in y=gpCz/ u), mobei 
7 ati Snnftion ber einiigen a3eränber(ic^en z bebanbcU wirb/ oer^ 
»anbelt ftct^ y in 

i&Uriti ^a((n wir j<$t a+i jlatt u jn f($cii/ tm^ z a(9 »n^ant 
t(t ((trachten. SXeftm scmjig »irb Hi erfie ®(i(b y in 

fi((rg(^(ii. S^ciifo wirb ba« ttveite ®(i(( ^ k al« Snnftion von o 



fOifftttntlatipn htt aUthtaiid^tn 9itii(t{otiftt. 19 

ttl^MUU/ Ui Um UtbitiMAt Hn u in u+i/ eine entwidlwi (ie<- 
ferti/ beren erfte« ©lieb ^ k ijj, 

9(itf folc^e SBeife entfpringt bie 6ttmmi : 

mbti ti nnniüfii i# bie na(t}fotitnUn ©Hebet mit in S5etra(^t ju 
tiefen/ ba bie 9ted[intttt8 nur bumdt; ben ISoefftcienten t^on h anf« 
jnflnbett/ bie ©lieber in i'/ H ik ♦ . . aber 9ltt«brilcfe in h2, y . , / 
geben mürben. Gubilitnirt man in bie t^or^erge^enbe ©(eic^un^ bie 
für k nnb i oben sefunbenen ^tttlft/ fo (ommt: 

»obei bie in ber kliun 9tote ^emac^te S$emerfnnfl gleic^faKtf gilt 

§« 19« ^&ttt man in ber trandformirten ^nnftion j = g>f 
(2/ u/ t)/ brei Sßerjinberliclie/ fo mügte man in nnferm itotU 

ttn Zfftttt no* ein 0«eb \>on ber %om ^ • ^^ i^injttfa.» 

gen/ »t f. »• (Sine an« oerfc^iebenen befonberen ^onf«* 
tionen infammengefeMe Snn'ftion mirb folglict^ biffe«« 
rentiirt/ menn man jebe ein{e{ne biefer ^nnftionen 
ffir fi(t> bifferentiirt/ babei bie in §« i7 angegebene 
Siegel beobachtet/ nnb baranf alle gefnnbenen tDttU 
Wirten ju einer 6nmme vereinigt. 

iDIan tiefet balb ein^ baf bie ^erioirten von ^robuften nnb 
iClnotienten nicbtd anber« alt fpecieOe ^SOe biefetf Se^rfa^e« finb. 

»eifpielej i. 9i fei y=-(J^- 9»«» W 7=^/»entt 
man z=a+bx, u=i— x fe$t. ©arau« z'=b/ u^=— i. IDic S)eri# 
virte oon y in »eing anf z iji — j; |ene in »ejug anf u aber ^^^* 



^0 Xifftttntiatipn »et iil«e»rair4(ii ffunftiotten. 
S>it enmmt 4(1 iit »cfitc^re S^tvMxu ; fofflnc^ 

. b 2z_ b+bx+2a 

^~ u« "^u» ~ (1— x;^ • 
2. j=' iZ^ * ©arati«/ wenii man fe$t 

z=l— x*/ u=3x— 2x2, t=4-5x: 

aSao nimmt nac^ nnb nac^ tte SDrrtt^irtcttf Inbem nnr eine Ut Sßtu 
Snt(t(i(^enz/uober t inSetrac^tgeiofien miri; anf foIct^eSSeifel^atman: 

7J=—2xt a'=3— 4x, t^=— $• ^Darauf 

^~ t t t2 — (4-6x^2 • 

SEBenn bie ben SSerSn^erlic^n z/ n.,. gleic^infe^enben Sertl^e 
nic^t }tt Hmldtlt finb/ fo »iebt man Dot/ bie Sle^^nnng o^ne i^älft 
tiefer Sranfformatton in bewerfüeOtsen/ intern folct^e ftiafd^weigenb 
libii uniitUit ifl. Mnf biefe 9Crt seben bie nact^üel^cnben S^eifpiele 
fofort: 

i, y=(a— 2x+x»)», y'=3(a— 2x+x»)2(3x2— 2). 

X y=(ax-x«) r(b - ex») , y'=Ca-2x)r(b-cx») 
_ 3cx2(ax— x^) 
4r[(b-cxa)a]' 

§* 20. 3m SBorlierge^enben ftnb aOe Siegern }nr 3)ifferentiation 
Ut afgebraifd^en ^unftionen entbalten; mir (önnen nnnmebr anf 
eben bie 9(rt bie )metten nnb Ruberen !Deri9irten berleiten. 3^ nSm^ 
Ii(^ y irgenb eine algebraifct^e ^nnftion 9on t, fo finbet man bnrc^ 
lOiferentiation bie 3>erioirte y'/ mtaui bnrct^ eine nene 3>iferen«' 
tiatlM bie jmeite S>ttMnt y'* gefitnben mirb. ©ifferentiirt man 
»eirer/ fo befommt man bie britu 3>erioirte y'*[, nnb fo lafTenficb/ 
anf biefem SBege fortgefahren/ aOe übrige büberen ©erioirten finben/ 
»eil bie ®röien y't f^ xt. intfgefammt algebraifc^e Snnftionen 9nb/ 
»c(c|ie man nac^ ben gegebenen Stegeto biferentiiren (ann. 

»CifpielC: l, y=x-'' gibt y'=--x-»; y"=2x-3; 

y///=— 2*x-^/ tt, f, ».; yW=jt2.3M,nx-<-+'i; 
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2. 


y=xl 


Hefm y': 
1 


_ 1 

~ 2 

yW= 


_.1.3.5...C2n— 3> 


3. 


1 2» f-x»«-' • 


- r[(i- 





4, gSr y =1" er JSlt matt ; 

y^Äinx«-!; y'^=m(in— l)x2r*; y'''==ai(iii— l)(m— 2)x»-3; 
y(»)=in(m— l)(ni— 2). ♦ . (m— n+l)x" 



%nmttlun6. 3Ran mir^ leicht einfe^eti/ M toenn ber^sp^i' 
nent m in j=x» eine pofitit^e ganie Sai^I iil/ bie mte S)eru 
i^irte feine 2)iferentiatipn me^r lotöfit/ weil fie (eine fBer«* 
inUtU(fn mtlft mHU; ti mtun Ulut aOe (9^ern ^ttU 
9irten biefer Sunftion i^ttidfwinUn. 

$. 21. «mit ztmauit mt ü<i uin ut Zit^urm zt^m 

«nf «Oe üHtitaii^t» ^nnftionett MmaUn, b. ^. bie @tit»i(((itiig 
bnrfenen in (ine Steige tia4 ftcigcntctt Votcnien v«n h angeben/ 
«ad^beni tarin x ntit x+b ocrtaufc^t »ort». 

S^eifpietc i. Q« fei y=x-*. SSenti^t man bU o(eti $<" 
fittbaieti Sxtivitun bti; vtrfK^ictenc« OtbnntigMt/ fo fotmnt; 

1 _ 1 A . h* . h' 

x+h ~ X "x^"^"? •••J^x.+i' 

»e((^( f nnvicnitttg (tue 0(oiii(tr(f(|i( Vvoarcffioii (Ul>e^ 



2. y = =^ = X — Y ftttt <*«ttf» 



f(x+h) =^V (* + p-) h- '-^ 



2h2 



i. Sfät y^^^x f{n»(t tttao / menn man flau ttt 3)evivirtm 
z'/ j" »». i^tt fBmfft in l>ie Zanlvt'^^ %omtl (infft^rt: 

r^^x+ji>-r«+ 2r« 2.4r*» • • • ^ aa^^a»-! 2.3 .„n* 



SS 7>ifftttnHati9n htt ttall^((n^elttelt ffunftionett. 

4, UcberJaiiDt filtrt biefer 8e^rfa^/ auf y=x» anttoanltf io^ 
Hti(St {ttr 9te»toti'fc(eti Siinomialformel für aOe SSOe/ n)c(c|ien Sßert^ 

ni — 1 m — 2 m — n+1 ' _„- ^ 
+ "^•"2 T ••.— j;— ^---li-,,. 

^Differentiation Itt trantfeetibenten Sonitionen. 

§. 22. ©ie eKponentiatfttnftiott y=fx=a», ijl bie <infac^#e biefer 
0attong* Gitbflituirt man in i^r x+h flatt x/ fo (cfommt man: 

woran«/ wenn man iuxdf a^ bioibitt/ entfpringt: 

3)a ber erfle Zfftii biefer ®(ei4^nng t^on x nnab^Sngig i^, fo 
barf ber «weite Zitih mithin anc^ ber Soeffieient Ui «weiten ®(iei' 
M/ fein X mebr ent|alten. i^Utna^ fttUt f c^ bie gefnd^te Serioirte 
y^ oon folcder S3efc()af en^eit in S3e}ug anf x beraub / bai ibr CiM^ 
tient btttc^ a> eine eonfiante/ oon ber S$afid abbSngifle/ ®rüSe k 
wirb/ b. ^^ y'=ka«.. 

i^ieran« finbet man bie S)erio{rten ber (ii^ern Orbnnnflen/ 
ttSmac^: 

y/'=li2ax , y///=:kV . , , . y(°)=lin a« , 

a^ermittelü biefer 3>erioirten er^ült man nac^ bem Sa9lor'f4cn 
6a^ folflenbe 9teibe: 

L2l,2 T.8k3 

afc=i+hh+-^ ^ A^^« _ , ^^l^er h mit x oertanfc^t, 

, , . . h2x2 u«-x3 . k^x* 
a» = l+kx+-^ +"2:3-4-5:374 ••• 

S)iefe Sleibe gilt; wenn man barin x=y ^^^^*' 

a'^= 1 + 1+1+^+ :e. 

Setci^net man ben SabUnwertb ber imim 6eite mit e, m^ 
Md), wenn man mehrere ©Heber berfelben cntwicfeU/ c=2/71&281828m/, 



Xifftttntiütion htt txtLnictnhtnttn ^unttxpntn* S5 

fo Mm«(t a^=e/ Ober a=ei'. S>ütani folgt/ mcrttt mati bie io^ 
flarit^mett nimmt: 

Log e log e 

j( nad)Um iU Sogaritt^mcn für eine (etiebige S3aii0/ ober in Um 
9leper'fc^en 6Qfieme/ ober für bie S3aft< a genommen werben^ 
inbem mir (ier bie nämtic^e 9}e}eic(innn0dart/ mie im §. 175 ber 
^ö^ern 9l(flebra gelten laffen« 3)ie S>iferentia{rec(innng gibt nni alfo 
genan bie bort gefnnbenen Stefnltate lieber. 

§, 23. ei fei j=a« , »0 z=fx. JDie 2)ifferentiation«regern geben 
^'=a« .z'ia, tt)obei z' Mi z=fx (ersuUiten ifl. S)ie JDeribirte 
einer Scponentialgriiße ifi folglich ba« Vrobnft ani 
ber ScponentiargrMe mit ber S)erioirten iti Sspo^ 
nenten nnb bem 9leper'f(^en Sogaritl^men ber 93;afil 

85 e i f D i e r e : i. y=e»» gibt y '=c«».iiiz^ 

la 



^. y— a . . . , y _a ;^(2x+l)- 

4. y=e« (x«— 3x«+6x+6) • ♦ , y'=e« • x». 

)(nmerfnng. 3» ber 2)erib{rten oon y=e'/ mo z eine SfnnN 
tion oon x i^, toüxU man fofort gelangen/ mnn man oon 
ber gformel 

' z z z 

e =1+ _4__-|_j-^^ ... 

MHt^w mUtt. 2Di(f(I6e gi(t/ wenit man fic Ut S)i<fmti« 
ttatiott ttnterwirft: 



y/=z/(l+z+j^...)=e« 



•B^ 



§. 24. Sfär 7=Logx (v^Slt man nac^ Ut int $. 7 attfseflea« 
teil 9t(0<I: 

T = Log (x+h) = Log x+yai+ W. l mtMt 
Log(x+h)— Logx=:Log(^ii^) =Log(l+«>=j'xz+ JC.^ 

»am man h=Kz fe^t. ettUtn wir ic|t (ine Knli^c S^etrac^Mtit 



94 S)ifferetttiatiott htt ttanictnhtnttn 9nnfti9ntn. 

an wie im §. 15/ Ht {ufolge z unab^Sngig von z ift/ inbcm titrc^ eine 
9Cif(tnU HinUtuH itt mutütütittn h bie (StHt z conüant (let^ 
ttn fantt/ tvS^renb x fict^ Snbert; fo fe^cn mir ein/ ia9 bet jweite 
S^eil ber vor^erfle^enben OUi^ung/ mitlitt «ttc^ batf ®{ieb y'%z/ fein x 
ttie^r ent^atten barf. Unfer i<indftti y' toirb ba^er in S5tm auf 
z t)on forcier Siefdftafenbeit fein/ hai Ui ^robnft 74 = m ifi/ »o 
M tint nocfi nä^er {u (eüimmenbe Sonflante beteiddnet* i^teran« 
finbet man bie ffifatn Seri^irten/ nSm(ic(»: 

7 — ^ii ' / — ^8 ' y — j* • • • 

6ubüitoirt man biefe SBert^e in bie Itavlot'fd^e domtl, ^ 
(ommt : 

Log(z+h)=Logz+M (-J - ^r^-hj^i • • .); o^er 

Log(l+z)=M(z— iz«+| z»— {z<+ , . . ). 

Um bie Sonflante M / meiere burc^ bie S$afi0 a n&>er (ebingi 
toitb/ fennen )tt Urnen/ fei t ber SogaritNe bmt i+z. if^iernad^ 
a«=:i+z=:i+kt+{k2t2,. .; morantf 

Z=llt(i+{lit ,.,). 

Gnbflitniren wir biefen Sßertb in bie Steige ^on Log(i+z)/ 
fo ünben wir/ nacfi iE^inweglaffung M demeinfct^aftlicden Safror« t: 
i=MKi+ Ut • . •)— lMk2t(i+|ht..p , , . 

3>iefe 9te(ation mni für lebe« beliebige t üattfinben/ wSl^renb 
k nnb M i^re conftanten Sßertl^e beibebalten. 9Rac|iett wir baber 
z=o, toai 1=0/ nnb Mh=i gibt; fo flnben wir: 

M=|=Ioge=^. aforgti* y^ = ^- 

Statt #ebt felir ba(b ein/ baS bie (StiU M mit bem/ mi im 
i 176 ber bS^ern SHgebra ber 9RobttI genannt worben/ g(eic|ibebentettb 
ifl/ b* b- ^a§ fte nicbtl anber< aU ben eonfianten Saftor an<brfi((t/ 
mit welkem man bie 9leper'fc|ien £ogarit(men tu mnltiprieiren l^at/ 
um bon i^nen t» >en einem anbern 69#em angebSrigen fiberauge^en* 

aSir fittbeii a(fo (ier abermaM eine böOige Uebereinftimmnng mit 
ben früher anf anberem Bege erhaltenen Slefnltaten* 



S)iff€r€iittati0tt htt ttani<inhtnttn afnttftiotten. Sff 
$. 26. et fei 7= Logz/ m z eine gfttttftiott i^oo x ifl. 9Ran (ai 

/_Mz^ z^ 

^ ~ z ~ zla • 

S>ie S>eri9irte be« SogaritMco einer ^nnttion 
ifl fo(8(i(t» g(ei4 ber iDerioirten biefer ^unttionf mnU 
tiplicirt mit bem aSobttt nnb biöibirt bur^ bie ^unU 
liott fe(M. 3m 9teper'f((iea 69fiem »irb biefer ^attot m glei4 U 

ti>/_ut' 



7'= 



»eifpiele: i. 7=^(7-} «*^* ♦ * ^ 

2, y=Logz'» y'= 



ut 
z 



4. y=Log(x+ri+x«) . •y'=f=xn^?>- 
^ y * r(i+»)-r(i-»)*'*'^ »ri-»^ ^ 

Nomerdtog* SRatt (Stte att^ bie 3)erit)irte einer togarit^^* 
mifc^en ^tttiftion aui jener ber etponentialfnnftion Ifterleiten 
(önnen/ nnb nmgefelftrt 3>ie S)ifferentiation t»n 7=:a' g{(t 
nSm(i4: 

y/=y.z'ia; woran* z^=^ = -^. 

•^ yla y 

Itnb nmgefeiftrt/ liefert uni biefe Untere wenn man erwSgt/ 
bat a« = y nnb M= — / bie 2)erit>irte y'=z'.yia=a« •z'^la. 

}« 26. S>lt Xnwenbnng ber eogarit^men erUid^tert 9fter( bie 
Differentiation {nfammengefe^ter etponentiatanfbrfide : 

9eifyie(e$ 1* y=z'/ wo z nnb t (eHeHge ^nnftionen bon 
X finb/ gibt iy=t*iz« S)nr4 S)iferentiation ent#e(t hieran«: 

^=*-^+i/.iz, ober y'=x« (t+*'''0* 



36 2>iffrr(nttati9n ^rr ttAntttnhtnttn fitnftiondt- 



b* 



2. y=ra tttftrt iy=b» . la. 9{immt matt bf< ^ttMtttn htiUt 

f=ar . b« . z'a.l.Ib. 

3. gffir y=2*° fommt iy=t« iz. 8forgn(^ 

4. «tt« y=x« folgt y"=x' ^■~ +(l+.lx)»\ 

$. 27. CüdK» toit it^t lU S>aMm von 7=sinx, wobei Ut 
9{abin0 =i ang(nomm(n Wirt. 3« WUm 3wtd ((trachten »ir iit 

siD('x+h)=sin X cosh+cosxsinh=y+y'b+ K. 
8in(x — h)^$in x cos h— cos x sin h:=y — ^T'h+ tc 

^nrdi euittMtion Ut tmiun wn Itt (rfi<it m9(it: 

2cosxsinh = 2)-'h+ K./ Pitt 

siah^ -^ — h+ It, 
cos X 

SDd »A« {»(it( @tict fein x enti^aften Htff f» retucirt fidi Ut 
Hufficim «Ott h attf eine itttaefattnu ^nftatite A: arfo y'=Acosx; 

fetrutr sinli=Ah+ w. 

5tti« Ut ItHtm folgt; ^=A+w. 

€>a ttoti/ tvettti h fi«^ fottn>fil^r<nt ber 9toO n^i^ert/ bo^ Ser« 

Httttii^ Ü4 immer me^r mi mt^t Ut ein^tit n&im (fic^c 

§. 178 ber Vi^ttn ^litiu iU 9(nmer(uttg) nni UtUlUn itlitiii 
M^t itiu(in »erben tmm fo M matt ofeo^ar A=i; mitiflny^=co$ x, 
gftir z=3G08x H(ett »ir attf H^nli^t SBeife: 

G08(x+h)=G08 X COS h — sinxsin h = z+z^+ tC. / 
C08(x — ^h)=C08 X G08 h + SID X Sin h = z — ^z^+ K/ 

attf I9e(c|ieti Oreic^tttiflett bttrcli 6o(traftiott etttfpringt : 

3 sin X sin h =— 2z^h + te. 

i^ierau«/ »ettti matt beiberfeit« bttrc^ ssinx bibibirt/ 



Stffercntiatiott htt ttünictnhtnttn Snnttiontn S7 

SBM Mefe &Ui<bnH tnit Ut früher flcfnn^ettcn 8in)i=h+K. 
}ttfammctigci^altctt/ fo (i^mmt: 

= 1, fc. 1^. z' =— sinx. 



8in X 

^cttnttttan tinttM^l bie S)eri9irten t)ott sinx ittib cosx; fo i^ u 
ItidU }tt bett S)eH9{mn bcr (ö^erti Orbnitti9en ä(er}tt9c(ett; tttatt 
fitibct ^ier(ei/ baf fic In folgenber Orbtiung pcriobifct» »icberfel^rctt: 

sinx/ C08X/ — sinx/ — cosx. 



sin 



SRad^e» tt)iv tarin fiKteffioe x=o tint ==900/ fo finden wir U< 
im $. 178 Ut ^iUtu Witiu Mii<füiftun Stci^eit »Mtt, oilmn^: 

2»3 2»3«4«5 
cos h= 1 . 



2 ^ 2-3.4 * • • 

SCitmerdtiigen: i. S)ie S)eri9im bott z=cosx (8ttcmattait(& 
forgertbermagen abWte» fönncn. aScfaniitttcd Ift z=sin(i;i— x), 
ober/ mm |;i— x=a gefegt wirb/ z=sinu. ®e« tittn 

dz _dz du - 

^=cosuttrib^, =-i;f0iil 

dz y 

— - = z'= — sin X» 
dx 

2. S)U 3)eribimo b^rt 7 = sinx ttnb z=co8z hfftn ft^f attd^ 
tio^f auf fotgeobntt SBcge eri^alteti. asart i^at 

sin C^+h) = sin x cos h + cos x sin h / 
cos(x+h)= cos X cos h — sin x sin h ; 

m ti fi(<f iHit barum ^anUtt/ 8inh unb cosh in Steigen att««* 
IttbrArfcti« 3« tiefem 95e$ufe bemerfert »ir/ baf / »ie leite 



S8 Sifferctttiatiott htx ttüni<tnhtnttn 9unftiontn. 

Sfteilftett au^ Nfc^afeti fein tnifgcii/ fte ttnr ^on Ut gform: 
Ah~+Bh» . . , fein ttnntn, m m/ n , . , pofitiHf flelgcnb 
fleorbnete S^Wn ftnb. Sfür x=h ttWt man itact» ber erfteo 
itntt %nnUmtntalfomttnt 

8in2h=28inlirO— sinH); foIgUc^/ »CU 

sin h =Ah« + Bh" + %C.f 

sin 2h =2« Ah» +2» ßh» + IC. (O- 

«nbcrerfeit« ift aber 

2sinh(l— sin2h)5=2sinh(l— {8in2h+ K.)=28inh— sin«h+ K. 
==;2Ah'»+2Bh'» + K» — A»h3«— K. (2). 

©ie 3betitltat Ux «««brilrfc (i) itnb (2) «cfe« 2A=2~a, 
ober m=i. 

S)a« erfie ®(icb ber Steige fftr sinh ifl baber Ah/ ttitb bie 

beiben erften ® Heber ber 9lefb< fit cosh jUib 1 — — . . ♦ 

mtttl^ biefer SSertbe babeit t9ir Mtt 

8in(x4-h)=5inx+liAcosx+ %<• 

cos (x+h)=C08x— hA sin x+ %C. ; fotgHct^ 

y'=Acosx tttib 2'= — Asinx. 

^inMtlidf eine« jlrengerett SSemeife« ffir bie ?ftUi)üiUit 
ber @(ei(^itno A=i fe^e man bie SCnmerfttng bef oben titit^ 
ttn Paragraphen ber Iti^ttn Xfgebra na(&. 

$« 28« iSi (aflren $c|i nnn (ei^ft bie 3>eribirten ber fibrigen txu 
gottometrifclien Sinien berfd^afen. 

1. gfary=tangx=^ finbet man y' = ^/ fc- ^- We 

S>eri9iru ber Sangente eine« 95ogen« ifi g(eic^ ber «^inbeit/ bivibirt 
bnrd^ baf idnabrat be« Sofinn« be( S5ogen«. 

2* affir y=cotx erbäte man y'= — rj^* 

3, j=secx gibt j'=tang X* sec X. 

. . cosx ^ 

4» j=:cosec X = y' = r-j— = — cotangx • coscc x. 

9lit ben Mrftebenben Sormefo fann man ieben SCntbrncf bife^ 
rentiiren/ ml^t 6imt; Gofinn«/ Tangente n. f m. entbSit; man 



S){ffer€tttiatiott bev ttatilcetibenten Sfunftionem 29 

firaitc^t M^f^lh nur fo {U bif crcntiircn/ ati feien bicfe ®r90ett Ufon^ 
Uh ^unftioneti/ nnb aldbann fiatt itirer ^cxMtttn iit oHgett SRc^ 
fitltate ttt fc^en. €9 ntögctt jc^t einige S^eifpiele bon betr S)ifFerenr 
tiatiott ber tvigonometrtfc^en ^unftionen folgen, 

1. j=f^l(i+co$x) gi(t y^=-fsin{x, »a« poratt«ittfe^en 
war/ ba y=<3os{x* 

1^ j=:cosinz gi(t y^= — inz'»sininz, 
3^ 7=sininz . . » y'=mz'«cosmz. 

5. y=co8x*^* ♦ • ♦ y'= cos x"°« Tcosx-lcosx ^ — ^\ 

6. y=lsinz ♦ ♦ . ♦ y^=:z^cotz. 

7^ y=lcosz ♦ • ♦ ♦ y'= — z'tangz» 

8. y=iteogz — y'=7ni2;- 

i/ x^ \*t /» . > 3e*8inx— 2x+x2cotx 

9, 7=r (3e« --j^; lUfert y'= —y ;^y 

\ smxy * 

10. j=e*" . . ♦ . j'=i^'cosx. 

§. 29. Sir ttoOcn nno dtiidc »on Legendre )U(r|l anflegcbene 
Sleil^eti mittlttUtn, ml<f>t inv S3cve<^nund tcr Soflarit^mcn ber ®in»0/ 
eofinii^ ttnt Xanfltnten fc^r fi^rterlic^ ftnb. 

6tt(6(n wir be^^ata tii( oerfc^iebcnen 2)erioirtett »on y-log sinx; 
wir üobett anf bicfe 9(rt/ wenn ber 9Ri>bu( bnrc^ m baraefieat wirb: 

/ „ // M -,, 2MC0SX 

y/=Mcotx, y''=--;;i^ / y"' = -^^JT' 
i^iernae^ 0ibt ber SaDtor'fc^e Se^rfai^: 

li cot X 
log«n(x+b>=logsin x+Mh cotx — M ^.^^^ + K. 

«ringen wir logsinx «nf bie anbere Geite nnb (e^eii^nen bie 
JDiffereni jwif^en biefew gogaritN« nnb ienew »pn 8in(x+h) mit 
a; fo tmmt 



so .Siffetentiation htt ttanittuhtnttn ffnüftioiitii. 

A=MhcolxCl-.-A_+-yj- VÄ/l-4«n2x ... ) 
\ 8in2x Ssin^xy 4sin**>s, 3 y 

$(ttf, &Wi<!itt SSeife finUn mir fir bU 3>iferett}€0 A| nitb A2 
itoifcliett teti üo^mtf^mtn ber eofttttitf ober ilanacnutt 900 z+k ttnb 
oott X folgenbe 9(o(trti(f<; 

A i=— Mh tangx ( l+-r-^ -f-r 2" )— Ä I^i 1— TCO« * )/ 

° \ sin2x ' 3cos^xy 4cos*x\ 3 y 

sin-^xV 3 3 y 

4Mh*cos3x A sin^2x \ 
-^ siD'2x V^ 6~"> 

mo h bte SSttge bed SumadSifed bed 93ogend Metttct 

Um }• 93. logsin27<)33^ Mi log sin 27^30^ UntüMUnf tttac^e 

matt h=arc 3^=3 sin 1^; iDpuac^ bie Stec^tittttg fic^t: 

h ,... 0/94085— 4 0,91085-4 l(le«0I«b= 0/00072803 

M. . . . 0,63778—1 0/86215— 4 2te«0Iteb=— 0/00000078 

cotx . , 0/28352 —0/91336— 13tCg ®lte b= 0/ 

l*®lteb 0,86215—4,.. 26 ®tb. 0/88964— 7o» A 0,0007273 

log sinx=0/6644056— 1/ log sin(x+h)=log8in 27^33^= 0/6651329—1* 

3>ad britte ®(tcb fomtttt ^ier gar tiid^t itt.S&etracdt/ toofertt tttatt 
tittr 7 S)e(ttttat|}caeu berucCftc^tigt« 

S)iefe ailct^obe empfte^(t ftdSi t^orjug^toeife itt bcttiettigctt SSOett, 
wo ti gilt, bie SogavitNeti auf eitte groge 9(ttttS^crttttg ^itt )u be<- 
#iitttttett. 

$• 30. 9tac|ibetti tDitr bie 6iitutf, (Softnufl, Xangetitett u. f. to« 
a» ^uttfttoitett be$ 9}ogend (enac^tet (a6ett , tvoOett tt){r je^t beti 
^ogett M ^uttftiott feltted 6itiud/ (Sofitiud u. f. to. attfe^eti uttb feitte 
3>eri))irtett utiter biefett t)erfc|fiebetieit ®eü(^tjptttiftett beftittitttett. 3il 
ba^er x ber Steige ttadSi jebe trigottometrifclie Sitiie Ui S}ogeii4 jf 
fo iQirb ttiati (a6ett: 

1 

ftir x=: sin y, y^= ^^^_^2y 
für x=:C08 j, y/=-pj^J— ^; 
fÖr i=tangy, y/= -i 



1+x 



2 > 



S)iffer€tttiaUon bet ttn<ittmt(fe(ten ®(n(6uttd<it« ^i 



für x=cotang7, y/==-— _; 
für x= sec 7/ y^= 



x(x2_l)5 
für x= coscc 7/ y^= • 



b. (. bic S)cHHrte Ui SSogettd in 93estifl auf ben 6ittit< ifi gUicIi 1/ 
iMlitt burdft bcn (^oftnui; bie Ui SSoscni in S$e)ug auf ben ^o^ 
Uui ifl aUicIi if bioibirt burct^ bcn 6inud/ negatio genommen; bie 
eine« S5o0en« rücfftd^tlic^ feiner Tangente ifl gleic^i 1/ bivibirt burcli 
ba< £lnabrat betr 6ecante ; bie eined 95ogen0 in Seang anf bie (lo^ 
tangente gleich 1/ bit)ibirt burc^f Ui CLualtat ber Sofecante/ negativ 
genommen« 

3fn ben bid^erigen ^otmtln mt ber ^albmeffer =i angenom^ 
men* ei »irb aber leidet fein/ biefclben auf ben i^albmefer =r iu^ 
riicftnfü^ren/ menn man i\d) erinnert/ bag fowobl bie SJogen aM 
ait(( bie trigonometrifd^en fiinUn, meiere )» einerlei Sßinfeln in 
Greifen ^on oerfc^iebenen i^albmeffern geboren/ iidSi }u einanber »ie 
i^re entfprec^enben i^albmeffer oerbaiten. 

i^iernacd ^at mm für ben ^atbrneffer =r: 

fttry=sinx, . . . y/=LA_ ^; 

für y = tangx,. . . y/=?L±^^^; 

für y=i:arc (sin = x), y^= y^J^^^l^ ' i 

r2 
für j=arc(tang=x), y'= •;^2+72-* 



^Differentiation ber nnentwicterten Oleic^nngem 

§* 31« S}i« ie^t baben wir nur itvUtHt (entmicfelte) 
0(ei4iingen biferentiirt/ b. b* nur foldSie/ worin ftc6 bie fBerSnber^ 
l\^t auf ber einen 6eite unb bie ^unftion auf ber anbern 6eite 
aOein befanb/ wie y=rx. 3e$t woOen wir ^w ben \mvlit\uti 
Cnoentwicfelten) ®(ei((iangen mit twei SJeränberlid^en 7/ </ 



32 S1ff€t€tit<atiott htx untntwtitUtn iSUiiiunttn. 

fyre^ctt/ i. i. ^on fo(4>ett/ in werd^cn j nnl x nntminMUt it^ 
mif(|t fte^eit« Sßätbc man bic htUtbiit euiduni F(x/y)=:o in 
f6tiH Mf 7 anflSfcd; K (. fic auf bic ^om j=rx (rittgcn ; fo toSrc 
<• Uictit bU ®eri»lrteri y'/ y^'/ y^'^ • • • baraud a6)tt(dtcii, Cfne folclie 
SCttfliffung/ wer^ie ftc(^ feiten (emerffieOifle» lügt/ ifi aber nic^t bttre^^ 
aud noibmeiibig. S)enn festen toix in bie i^orgetegte QUi^nm ftatt 
y feinen SSert^ (t, fo (etommen t9ir eine ibentifd^e ^nnftion 9on 
x/ wclctic burd^ z=:F(x/ rx)=o fceietc^net »erben mag/ nnb bereo 
SXrIoirten z^/ z'^ z^" . • ♦ offeniar SluD fein »erben (§, iiX 

Um nun bie 3)erit)irte z^ {u erhalten/ i(l eignt/ mit 93eru((ft((i<' 
tignng befTeu/ »a0 baru^er im §. 18 gefagt mtUn, Un vemicfeU 
tcn ^nlbrnd F(x/ fi) ju «ereinfactien / inbem man bie ®ruppe ber 
®neber in fx bnrc(^ y repräfentirt/ nnb Iftlerauf bie ®(ei((ittng 
z=:F(x/ y)=o ml(fn ni(fni anbertf al< bie »orgeIegt< felbft ifl/ ber 
in bem titn eitirten ^aragap^en aufgefleOten 9tege( unterwirft« 

i^iernac^ jle^t; 

. dz dz . ^ ^. ^^ dz , , dz , ^ 

fini, mtUa bU rartidUn SXrioirtea «ber ))artic((eit 
iDiff(r(iit{aUo(ffici(titeti stnannt/ ti)%(nb bU 9(amfi(f( 

^dx, ^ dy bie i>artierrcii SXfferttttUU Reifen. 

©i< S>ttMtttn z', z'/, z"' . . . »erben »fr »orjugtoeife 3)lffe- 
rentialdUi^iitngeii nennen/ «nb amar von ber itfttn, imim, britten 
Orbnnnd n. f. iv. 

»cifplcle: l. y'+x«— r^=o=z im 

dz „ dz - . , ^ , X 

dl = ^"' d^=^^' ^+77^=0/ y/=- j. 

2. y2_2bxy+x2— a»=o liefert 

(y— bx)y'— by+x=0, 

3. 9(n( x^+2ax2y=ay» eutfpringt 

(2ax2— 3ay2)y/+43i»+4axy=0. 
4» gör y«— 3axy+x«=0 fommt 

y2y'— axy'— ay+x?=30« 



SXffeveittiatioit htt nntnttöidtlttn 9(€{c6ttttgen* '8 



§. 32. ei mt\> Mer y^ bttr4 ^ unb 7 (efiimmt/ ttttt nicl^t 
btir4 X aOeiti/ toie man bie« ge^nben 1>&ut/ toentt »ie ®Ici((iiitifl 
F(x/y)=o i^omjl in Sbtm auf y «ttfaclöit »orben »Sre. Um 
f to X aQein aud)ubru((eti/ mag man y tmifc^en ber QUidfum z=o 
nnb i(m )Dif crenttalgrcict^nng z^=o cHmininn* 9Cnf biefc $(rt (labcn 
»ir in nnferm erflen 9$cifpie(e bte ®(eictinn8en : 

xHy^r^, x+vy^z=0/ 

Mi wtl^tn burc^ SUmination t^on y entfielt: 



iDtttd^ biefe Elimination/ ml^t feiten 9on Stufen ifi/ etfc^rint 
y^ anf bemfetben ®rabe/ anf bem y in ber oorgcUflten ®(eic|inn8 
z=:0 9ortommt; benn bie 2)et:i))irte y^n^itb immer fo oielSBert^e Men 
a» beren bie ^nnftion y=rx intügt/ meU bie S)ifferentia(red^nan9 
för y^ bie nämlicK^en 9tabifal}eic|ien mit jtclf bringt/ wtldft ftc^ in fx 
»orflnben. SBenn y' in ber ©ifferentiatgUicftnng z'=o nnr auf ber 
erüett Voten} erfc^eint/ fo rn^rt bie« baber/ bag barin anc^ y 9or<- 
fommt/ wetc^el bie nämlichen/ burc|» bie Elimination oon 7 mieber }nm 
S3orf((iein fommenben ^untlaniitüdt mit fic^ ftibrt. 

9(ttmer(ttng. Itm ba< bier ®efagte noc^ mebr anfin^eOcn/ 
woOen mir nnfer timitti obige« 9$eifpicl «ornebmcn. ^amie 
bie 3)erioirte y^ in x aßein auigebrucft merbe/ muffen mir in 

bem 5ltt«brttcte y'= ^^ für y beffen ®ertb/ nfimli* 

bx+r'(a»— x«+b2x2) fnailUttlreri/ »öbitw^ »It 6<fomm<ii: 

W(Ic^<< SHefttUat mit tcmirtiigeit ö^creinjiimmt/ ba« mi Ut 

lUVii 9(ttf(iffM»8 <«|l«tl*<IICtt ©UWttBfl y=bx+J^(a»— x»+b^2) 

btivc^ nnmitui^are S)iff(r(ntiatiott fid^ ttiiit. 

euiln man (ingcgeit Uu fGßert^ »p» 7 an« Um 9lui\tuit 
y'=^^/ tim m in WmtitM @Ui^aH y2-2bxy+x2-a?=<» 
)tt fnaiHttiirca; fo erhält man na<(f d(f(^(M<r Stt^uftion fo(' 

IL m. 3t. iBit«. 3 



54 SiffetentiAtiott htt ttttetttwitf eUett eieic^nngeit. 

Mi Ml(itt fär y^ bU tmei Sl^ert^e/ toie obett/ fic^ ttititn. 

§. 33. S)ie ®(eic|ittn8 z^=o tntHlt attfier x tto^i j Ml ff 
m\^t (eibc Sunfttotten «ott x {{nb. 2>cm \m oorle^tcti Varaorap^en 
atiflcmen))eten 9taifonncmcttt jufolge fantt man biffe ®Ui(bung "^w 
9lettem biffercntiireti / inbem matt 7 utib y^ a(0 ^unftionctt 9ott x 
attftc^t utib bie im §. 18 attf^cfleate %i%i\ beobachtet/ tim {ur %\i\^ 
(Ifitttfl z^^=o itt gelattgen. hierbei tDirb ititfere bii^er äbUcde S^e^ 
icic^ttitii9<art eittc tDeiterc 9(uibc^ttitti0 er^altett uttb tittter berflUi^ 

d^en «ttJbrilcfett/ toU -^— j— / -j;^^- ♦ • Soljettbe« iit wn 

üe^en feitt: 

fbix erfie betttet ttoei tta^ieittattber {u t^oDiiebenbe SXferetttiatio«' 
nett att/ tt)09ott bie erf{e ficli blo$ auf bie {BerStiberlictie x nnb bie 
tweite ftd> b(od auf bie fBer&nbern^e y bejie^t; toä^reub berattberc 
9(tt0bru(f eine breimalige 3>iferent{ation angibt/ wobei }i9eima( 
X a» 9eränberli(t» unb <inmal nur y a(9 oetänber(i4i betrachtet 
tvurbe. Uebrigend gebt Mi bem/ mai im §. I8. gefagt morbeu/ %tx^ 
9or/ ba$ ed gleic^giittig ifi/ in me(c^er Orbnung man biefe S)ife«' 
tentiationen i>ornimmt. 60 \. %. fann man im {weiten SaO^ iuerfl 
in 93eiug auf y/ bann tweimal in ajejng auf x/ ober aucl^ einmal Kn 
95e)ng auf x/ bi^rauf in SSejug auf y unb enbUc^ in S3e}ug auf x 
bifferentiiren. $iernac|f liefert bie S)tferentialgleic(iung oon ber 
er#en Orbnung z/=:=o folgenbe 3)iferentialgleic^ung t^on ber {weiten 
Orbnnng: 

^'^=-dr^ +^y' -dr.-dr+d^ y''+ d?y"=^' 

weld^e bie Stelation andbrücft/ bie jwifc^en x/ y/ y^ unb y^^ fiattfinbet. 
9Ran (ann baraud f mittelfi ber ®(eic|iung z^=0/ unb wenn man 
wiQ 7 mitte(fi ber primitioen ®(eid[^ung z=o edminireu/ woburcl» 
man f' auf einem böbcrn ®rab befommt. $äbrt man fo fort }u 
biferentüreu/ fo erhält man bie 3)iferentiarg(eic(^ung/ wooon y^^^ ab«- 
(Sngt/ tt« f. w. 

S>ie erfle 3>iferentia(gUic(ung unfer4 britten S3eifpiel(/ nfimlic^: 

(2ax2— 3ay2)y/+4xH4axy =0 



S)iff€tetttiat{0n htt nntnttüiitlttn 9Ui(iunitn. M 
gitt uni f0/ toentt mir tifferentiiren/ »ofern y/ y^ ali %nnUlontn 

(2ax2-3ay2)y//+12it2+4ay+8axy^— 6ay}'2=:0. 

e^enfo gibt bie erflc SXfcremialdUictiung ttnfcrd «vierten S$eN 
fpleW/ n&mU<b yV— axy'— ay+x2=o, a» ©ifferentlalölelcliiina i^ott 
&cr t»eitcii Orttums : 

(y2— ax)y/^+2yy'2_2ay' + 2x=0. 

2 

«ttWwirt man fary'feineti ®ert^-^^=^ fo erWft tnao/ 

y ax 

tiacd gefd^eftetier Stebnftiott unb mit S5eru((ft((itifliind ter geg<(encti 
®(eidEititid folgende« Stcfuftat: 

(y2— ax)V+2a«xy=:0/ 

»el(&e4 bcn SSertIft K^on y^^ in x ttnb y aitdbrfidt SBcrmitterjl »<r 
vorgelegten eMdfun li^t ft(t» y megfc^afen* 

§. 34, SB enn W vorgelegte ®(eic^tttig z=o ein eonfiantetf ®({et ent^ 
Hit, fo f&'Otr mie fc(ion im §. 9 ermähnt tx>ntU/ iaiUttt bnr4 Me 
^Differentiation weg. 3ft »♦ 95. x2+y2:z=r2, fo ift bfe baraud getoon^ 
nene JDifferentialglei^nng x+yy^=o oon ber conjlonten ®r8ge r nn^ 
ab^Sttgig/ nnb ixMt eine/ f&mmtlictien Jtreifen/ beren ^Httlpmlt 
im Urfprnng liegt/ gemeinfame Sigenfcliaft Mi. UebrigenO ifl ti 
erlanbt/ aud) irgenb eine anbere Sonfiante meganfc^affen; man brancdt 
be«lfta(b nnr au« ber gegebenen z=o nnb ber baran< hergeleiteten 
S)ifferentialglei4)nng z^=o jene (lonfiante an eliminiren. 6o folgt 
). »• an* ben ©lei^inngen y=ax+b nnb )^=a, »elc^ie leftere fein 
b mebr ent^Jilt/ menn man a eliminirt; bie ^ifcrentialgleidl^nng 
y=y'x+b, metctie ffir Jeben ®ertb oon a flattfinbet, 

Ueber^aupt fann man iebe beliebige Utna^i von Sonf{anten anO 
ber gegebenen ®lei4ittng megfd^affen; man branctit be^balb nnr 
eben fo oiete ^Differentiationen oorinnebmen^ al* C^onftanten megfaKen 
foHen. 311 j. »• y^^a— bx2 bie vorgelegte ©leicbnng/ fo erbSlt man 
M^ ber eriten S)ifferentiation: yy'=— bx/ nnb nac^ ber imittn 
Differentiation: yy''+y'2=»-b* S)nrcJ bie Elimination von b anO 
ben beiben le^tern ®lei((nngen entf)»ringt bie 3>ifferentialglei(l^nng 
tmelter Orbnnng: 

yy/ = Cyy'/ + y'2)x, 

3* 



5« S)iffa€tttiatiott btt nntntwiitUtn ülti^unitn. 

bie eine ber Dordelegtett QUid^UH ange^örige Stgenfc^afe Mi^tüätf 
ml(ii SQ^ert^e Me SontUtitett a ttnb b attcH^ ffüUn mögen. 

aRan fatin eitte Sonfiante c auc& burcli bloge 3>ifferentiation »eg«- 
fc^^affen/ wenn man n&mlidt ixt t)j)rge(egte ®Ui(^ung z=^ t^or^er in 
aSejttg auf c anflööt/ b- &. Ile auf bie 5orm c=f(x/y) Jringt. ®a 
ffeibe SRet^oben jtt gleid[^ge(tenben SReruttaten führen muffen/ bie 
sweite aber SBur}e({eic(ien mit ftc^ bringt/ welche ^on bem ®rabeber 
iu eUminirenben Sonflante c abhängig finb; fo i^ ti eintencbtenb/ 
tag Ui intdf bie Elimination ^on c {wifclien z=o unb z^=o ge^ 
»onnene 9tefu(tat (obere potenten K^on y^ enthalten mirb« 

ei fei j. »♦ bie ©leiclrnng y2_2cy+x2z=c2; an« Ibr entfprlngt 
bie S)ifferetttialgteicftttng (y— c)y^+x=o, ©irb ber SBertb bon c 
ani ber (entern genommen unb in bie erfie eingeführt/ fo fommt bie 
iDif erentialgleic^nng : 

(x2-.2y2)y/2— 4xyy/-^x2=:0. 

$. 35« i^ierantf jte^t man/ bag itt ieber mi ber primitiben ®ltU 
c^ung z=F(x/ y)=o bergeleiteten ©ifferentialgleicbung bon ber nten 
Orbnnng bie ^eribirte y^'') ttttr auf ber erjleo potent borfommen 
(ann; unb H^, menn bie 6ad^e ft4 anber« ber^Slt/ bie fragliche 
®(ei(^ung nicdt bnrc^ unmittelbare S)ifFerentiation entfianben ifi/ fon^ 
bern baburc^/ bag irgenb eine Sonfiante/ ober z ober y aui ber bor^ 
ge(egten unb ber barautf bergeleiteten 3>iferentia(glei((iung eUmioirt 
»orben i(t. 

9(nmerfung* Xn« bem bier SBorgetragenen erfe^en wir/ ba$ 
man au ben ^ifFerentialgleidSiungen/ meiere eine aOgemeinere 
S3ebentung (abeu/ ali bie ibnen {um ®runbe ttegenben primi«- 
tiHtif auf {weierUi $(rt gelangen fann. Einmal burc|i un^ 
mittelbare ^Differentiation ber primitioeu/ folcfie Stefuttate 
foOen unmittelbare ^Differentialgleichungen beigen; «weiten« 
turc( bie Elimination einer Eonfianten iWifcK^en ber ptimi^ 
tiben nnb i^rer 2>ifferentialgleic^ung / bergleic^en Slefultotc 
tooQen mir mittelbare ^iferentiatglei((iungen nennen. Ef fei 
i« 95. bie primitive Oteicbung: ax— by=:xy, 2>ie unmittel^ 
bare 2)ifferentialgleic|ittttg ifl: a— by'=xy'+y. ©urej bie Mt 
beiben Oteid^ungen nac^einanber borgenommene Elimination 



i^n a ttnb b/ tttommt mait tic (eiben mitulUttn iDifereUf 

by=itV+l>xy' ttnb ay — y?=axy^ 

(Sliminirt auf itUt iitUt (Sltidtman unb i(frem 3)iferctt» 
tial bie barin t^orfommettbe (SonflattU/ fo erhält matt bU 

toeld^e bU tttittel(are SiiifttmiaHUidfnni Ut {tDeitett Orb^ 

ttttttg »Ott Ut prilttltl^eit ax— by=xy ift» 

S)U vtlmitiH ®Ui^UH tnit imi Sottfiatttett. ctttb^tt alfa 
}t9ci tttitt<I(are ^iferetttialflleid^tuigett htt criien uttb eitic bcr 
itocitett Orbttung. 

9(ttf bicfctie SBcife bat ettie yritttittoe ©reic^itttg tttit brei 
(Sottüattrett brei 9erf4fi(bette mittelbare S)ifferentiar0letc|»ttitfleti 
ber erfien Orbttuttg / oott benett jebe jtoet Sonftanten enthält/ 
ferner brei t)erfc|iebene mittelbare 2)ifferentia(gleic^ttngen bei; 
Itoeiten Orbnung/ t)on benen jebe eine ^onfiante enthält/ nnb 
enblidSi eine mfttetbare S)iferentialdrei(^ttn8 ber britten Orb« 
ttong/ meiere ^on ben Sonflanten ttnabb^ngis ifi. 

Ueberbanj^t tvirb bie Stnjabl ber mfc^iebenen Orbnnngeti 
einer )»rimitit)en ®leic|ung mit n (Sonflanten/ nac^einanber bnrd^ 
bie S5inomia(e0efficienten ber nten potent anflegeben. 

' 93ertattfc|innfl ber nnabbSnsiflen fBerSnbertid^en« 

§* 36. 3febe aOflemeine/ mitte(f{ ber S)iferentia(rec|inttnfl f>o 
banbelte Slnfgabe fti^rt mi anf einen Vlni^tnd in x^ y^. f; yn .... 
oon ber gorm : 

SSiO man benfelben je^t anf tin fvecieOetf S6tiipUl y=Fx m>' 
mnUtif fo mnS mm bie 3>erioirten 00/ (y^O*** baraud ableiten 
ttnb ibre Sertbe in V' fubftitniren/ toolnt(X) fi^ le^teretf M blofic 
Snnftion 9on x beran^fleOen wirb. 3>ie ffUt gebrancbten ^Kfommern 
O foKen bastt bienen/ nm an^nbenten/ bai x ald nnabbfinflifle SJecf 
Anberlid^e angefeben Ijl nnb einen 3ttwac|d ^ erbalten bat. 



30 iB€rtaaf((ung btx unaiitn^i^tn VitttnhttUa^tn. 

9lutt Unn <i 04 a^er ereignen^ baS jlatt ber 0Uic|tiiid 7=Fz 
tmei anbete @(e{((iitti8en: 

y = g>r/ x=:ft,., (a) 

gegeben ftitb/ »e(c(e j iinb x mit einer britten SerSnberli^en t in 
SBer^inbnng fe(;em 

3n (olc^em ^aOe mfigte man bie &tHt t {toifdien ben beiben 
®(eic^nngcn (a) e(tminiren/ nm an bem Slefuttat }=Fz }o gelangen/ 
wotauf bie an< bemfetben abgeleiteten S)eri9imn 00/ (y^O*** itt 
ben analvtifc^en Vntfbrucf V^ eininfubten tt)Sren. S)iefe gewi)(n(i4 
langwierige/ anmeiUn felbfl nnau^fnMare Stecbnnng ift iebo^nic^tf 
weniger ati notfitoenbig/ inbem ti binreiclienb ijl/ mittet^ ber @UU 
(bnngen (a) nnb ibrer 3>lf erentiale ben Xnfbrud ^ bergeftalt nmtn^ 
formen/ baf barin nic^t mebr n, fonbern t m nnabbängige SBerSn^ 
berücke erfcbeint. S)ie ^rage if{ baber/ anf »eld^e Seife bie ^unU 
tion ^ mobifieirt »erben muffe/ bamit in ibr jlatt ber Mntbräde 

x/ 7, 00 ober ^/ 0^0 ober ^^, ♦ . bie »nibrilrfe 

t/ x/ ober ^ / f ober ^ / x" ober ^2 ^ y'^ ober ^ . . . 

vorfommen/ »e(cbe ficb anf bie nnabb^ngige Serfinbertid^e t betiebeo 

ttnb befannte Sfnnftionen Hwn ftnb. 

(ii feien Ui^atb h/ k/ i bie gleic|iieitigen Somac^e ber fßttin^ 

berticben x/ y nnb t. 

y=Fx gibt bann li=(yOli+Ky'OhH ••♦(!)/ 

y=^t 1=7^1 +1 y" i« + • • . (:>)/ 

x=ft h=i/i +{x'/i2 + . . • (3), 

2)ttr(b ®tei(bfebnitg ber Sßertbe bon h nnb einfäbtnng ber 
9teibe (3) fiatt h ttUit man/ wenn man bei ben ttoei erflen $oten# 
jen oon h ffeben bteibt: 

(yOi'i+[(y'V+(y^'V2]«i2 ^ ^ ^ =y/i+ «y/zi? . _ ; 

woran«/ wegen ber SßiaffirHcbfeit oon i/ cntfyringt: 
(y/)x/=y/, CjOx''+(y''V^''/ tt. i. w. 
Um fo(gli(<f bie ®r9f e V^ bnrel t aQein «nfinbrfirfeti/ «itf «oti 



Utin jlatt x/ y/ (yO/ (y'O ♦•♦>{€ «urtrurfe einfö^rcti/ »eld&c fl* 
refycftio ati« folgenden Olcicl^ungctt ttitUni 

x=ft/ y=g?t/ 

(j"0 , , , Mi Um S®<rt^< Ut erjle» 

dr 

dt 
W(((9<r nic^t« antcr« «r« bcr Cittotimt ber att4 b(» ®Ui(^tt»g(tt 
(a) itmnnmu ^tmittm ill/ ^<rreit<«. ^tnn (jO HeDt eine 
^nftiott von x, von ter gorm f'x, Ht/ mldft iUttiiM wUUt a» 
«iiic gf«»fti<» »0» t/ von Ut %otm (f>, t, angcfel^en »erbm fonii/ 

to(i( x=ft. 

intern tttaii ie^t mit bicfeit brei ©(ei^tttidcn bafr<I(e SRaifontte« 
ment anjltat/ foljert man, tae t>l« ©«rl»trt< (y'O t»<tr Äwortent bet 
in ^tkn «nf t dcnoninenett iDerioirten 9/ 1 unb il fein mu§. %\t 
SXrivirte "(on 

y, t= i id a0<tr ^ ^,/ — ; 

»wfttt«/ »tnn man bttr(* x' bi< a)«ri»irte »on ft bivibirt/ ber ob<n 
gtfnnbenc «nöbracf (d) tviebrr tum SJorfc^cin (ommt. $(uf slcic^e 
»fif« <rW» w«»/ wenn man bi< 2)<rti»irtt bi«f<« ©«t^e« »on (y") 
nimmt nnb bnrd^ x^ bioibirt : 

(7"-)='^ - ^ -r' (f^' - ^) . . • CE); .. f. ». 

i^icrnac^ #eO(n ii(^ »ei bem &tbtM^ Ui analqtifc^en 9(tt«« 
brtt((« V* br(i «(rf((i(ben( Sßcvfa^rnngtfwcifen ^eran«: 

J. 3Ran cttminiw t j»if*en b<n ©iei^nngtn (a), ftt<*t bann 
an« bet babnr<^ «ntdanbentn 0t<i(^nn8 y = Fx bie axrivirttn 
(yO/ (y'O . . . / nnb fßjft ü« «nbU* in V- «in» 

3. 9lan fttbjWwirt in V- fftr (yO/ (y'O • • • *>« ®<«>< 
(P), (E) . . . , tvobnrt^ V- i» x, y/ y'/ y" . . . / witji» ««* *« 



40 93evtauf4ttttd t>tx unt^hhän^i^tn SHttänittUa^tn. 

t üuiitMdt iDirt/ totnn matt lU &Uidiunitn (a) ittib i^re ^iffo 
tentiaU }tt i>&lH nimmt 

3. man Utxai^ut Un 95rtt* CyO=^ «W eine gttttftl0ri ^on 

t/ bifferetitiirt tnitl^in in S5tm Auf t/ inbem man iti ititt 2>ife^ 
rentiation burcff x^ ober f^t bivibitt/ itnb fnbüitnirt enblic^ in ^ 
ble auf folc^e «tt fflr (yO/ Cy") • . • gefangenen ®ert^e» 

§. 37. e« fei u eine gegebene Snnftion ^^n t/ n&mlidf u=ft; 
ferner feien bie ©leic^nngen (a) ^ier x=ucost, y=usint, 

9)ie in S5e)ttg anf t t^orgenommenen S)iferentiationen geben: 

x'=u' cos t— u sin t/ y'=a' sin t + u cos t ; 
x^'=u"' cos t— 2u' sin t— u cos t/ y''=u" sin l+2u' cos t — u sin t ; n. f. »♦ 

6nbfHtnirt iQan t^oterü in yp bie SBertbe (D)/ »obnre^ Utt 
ber ®eri»irten (yO/ (y^O . ♦ ♦ bie ©eri^lrten y', x'/ y'' . . ♦ einge* 
fttl^rt merben/ ferner für bie (entern bie obenilei^enben Or&ien; fo 
erl^fia nnfer 9(n$brn(( V^ nnr noc^ t, u, u^, u^^ * « . / mldit -(anter 
befannte ^nnftionen i^on t finb/ »enn man bie @(eic(;nng u=a in 
Srwfignng lie^t« 

»eifpiele: i. gg fei ^^= ^,17^ 6« entfielt baran«/ »enn 

yv} vH"^ 

man ben SBert^ (D) i^on (yO einfiH>rt: 

y/x-x/y 

^ yy' + XX'* 

JDie obigen 9Bertl^e oon x^ y^ geben aber 

y'x— x'y=u2, yy'+xx'=uu'; man (at bajer V= — ^» 

■ _ (a^' + «')i 



KtxUniä^uni btt uttAtMttditen Httinhtxli^tn. 4i 
S>tt ^u^itnd tp iü UmMd^ für jlc^en ^tttJt von t htfmnh 

«iimerfiittfl. ®le ©Wcfftttigcii x=ucost, y=a8int bietien 
UiU/ um bie trecfftminftigen Sootbinaten in ^olat^ootbinaten 
an^inbriicten. {)at man bälget eine 2)ifFerentia(0(eid(fnnfl für 
bai erfle 09f^ni gefunden / fo IS0t ftc^ biefe((e mit i^ülft 
Ut ^ier gegebenen 9tec(^nnng auf iai jmeite iibertragen. 60 
brüctt }« 9}. im erjien ^cempef >A Me 2;angente be« SinfeM 
an</ »er^en ber £eitfhra^( mit ber 9$etfi(rnngtf(inie einer iu 
tieHgen (^uxh Bilbet; n^ftl^renb im feiten ^A ben iKrtimmnng«' 
f^albmeffer einer Snrve barfteOt* 9)ie fraglichen 9(n0br8(fe 
»Sren/ nnferer StedEinnng gemS0/ i^ierna((> für $o(areoorbinaten 
nmgemanbeft, 

$• 38* 3fn bem anf folc^e 9Beife umgeformten 9(n<brn(fe V^ ift t 
bie nnab^Sngige SBeränberlidiie. SSill m«n x in feinen nrfprüngi* 
Hellen Bu^Ml »teber inrücTfü^ren/ fo braucht man nnr x^=i jn fe^en/ 
woran« x''=x'"= . , . o: benn y' oerwanbelt ^(^ bann in 00/ mit^n 
anc^ y^^ in (y^O n. f. m./ matf ftcli an nnfern 93eifpielen leicht naclimeifen 
töit* 3fi nun ber anaivtifd^e Xn^brnct V^ nnter biefen aOgemeinen 
Oeftc^tdpnnft gebracht morben/ »onacff er für jebe nnabbfingtge SBer^ 
Snberliclie t pa0t; fo trägt er feine u^eitern 6pnren jener frühem 
XnnaNe mebr an flc^/ ber gemä$ x ali unabhängige 93erftnberlid^e 
galt: man fiinnte ibn baber/ ali Mi irgenb einer anbern ^nnftion 
abftammenb/ betrad^ten/ morin eine anbere 93er{inberlic&e u bie un0 
abbftngige märe. 9Ra4t man nnn x^=:i/ fo fagt man bamit/ ba{ x 
bie tmabbängige SBeränberlic^e ifl. t^=:i mirb folglich lai 9läm^ 
lic^e für t fejife^ett/ fo baS biefe ®[ei(^ttng bie S^ebtngnng an0# 
Mdt; melcffe bie Orüge )nr nnabbängigen SBeränberlicffen mac^t; 
bie imiit nnb baber andf aOe b^b^t^en S)erioirten von t merbeti 
bann gieicb SlnO fein/ ober ma« baifelbe ^ti^t / man betracbtet ba« 
crfie S>iferentiat von t m eine eonflante erSfe. Sffi mitbin ber 
Xtt^brncf [^ nnter ben aOgemeinfien ®efi(bt<)>ttn(t gefleOt morbeu/ 
für metcben er anf lebe beliebige ®ti9t ali nnabbängige SBeränber^ 
lic^e belogen »erben fann ; fo wirb barin fein 2)if erential me(r 
conftont fein. 

Xe^rt man in ber entmieflnng (3) von h tnrüct/ ml<itt bie 



4il CevtAitfciund htt unabMitdid^n SerAitbetlicben. 

&iti^uni x=ft }ttm ®riinte licflt; fo fie^t man/ iai man nnttt Ut 

&Uidfnni ^=x^=i nicfft« anbete ju «erflehen iat, ali ba0 Ui 3)if- 

ferrntiat t^on x in eejttg attf eine btUtUit f&ttinUxUaft t (ottjtant 
ifl. C^icnfo mirb bie Sleic^ung t^=i/ loobitrc^ t {itr unailf&n^ 
gigen f&tt&nUtUibtn wirb/ tiic(^t4 atibert antffagen/ aH iai ba< 
S)ifereiitia( ^ati t in S^tm auf eine anbetre SBeranbetrIicOe u con^ 
fiant i% 

§. 39. 9Bir gelfen ie$t int 9(n»enbttttg biefei 6A$e« tt(er* enu 
Hit ber 9(tt<bro(f ^P infSaigermeife fein x me^t/ ffat berfelbe mithin 
bie gorm V'Hj/ (yO/ (y^O • . ♦ ] ; fo brauet man nidft webt bie 
ttrfprfittglicOe ®Ieid(fnng x=fY/ fonbern nnr bie S)ifFerentialgtei(6»ng 
z^=:Ft in fennen: benn bie 9le(attonen (D) führen in V^ (ein x^ 
fonbern btoS bie trögen x^/ t^ .«. ein/ monac^ bie in Srage Uelzen«' 
ben Slec^nungcn nic^t bie geHngfle Gc^wierigfeit Ifabtn. 

9Bäre aber in ber ^vorgelegten S>iferentialglei(9nng nic^t x/ fon# 
bern t bie abbSngige 93eränber(icfie/ bStte man mithin ).S$tF(t/ t^/x)=ro; 
fo mn^tt man ^orerjl biefe ®(ei(bttng nnter einen aOgenteinen &o 
Mtivnntt fleOen/ in ber Wrt/ lai barin (ein eonflantee S)ifferentia[ 

vorfStne* ^an bemerffleOigt bietf babnrc^/ bat man -^ für x^ 

f((>reibt/ bieranf t^=i fe^t/ ma« t tnr nnabb^ngigen SBerSnberfic^eti 

macfft; ober tütitt, bat man fofort — , flatt t^ anfc^reibt, 

»eifpieU: i. C« feien bie ®Ui*ttngen (a) i« ». y=(Ph 
y=t'/ »0 bie Differentiale fl* auf x belieben. ©oOen fle atif t be* 

}ogen »erben/ fo mni man 7=-^ fe^en; moran« 

x/=l,x/^=-i'n. f.». 
y 7 

3)iefe aserti^e merben bann iti ben mittelji ber Stelationeti (D> 

nmgeformtett Xntfbrttcf ^ eingeführt/ moburcd er in t nnb in bett 

baranf 93etttg biibenben 3)erioirten aiKgebrüctt fein wirb/ menn (ein 

X barin «or(ommt. %üt 

,^[i+Ci052er5«t man wrerfl: 
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V^y(yy//+y.2y 



ttttfer V' tt)5re diernacff tiircl^ t au0flebtrac(t/ meil bie S>ent^imti 
y/; y// in S5(sti0 auf t autf Ut &Uldiuni 7=9^1 (lerfleleitet tDCtben 
tUntm fär jiebcn SSertt^ 9oti t iß folglich V^ feefatttit. 

%nmtttuni. SHefcr SSert^ t^oti t^ entfpHc^t jenem tef jdrömi- 
mttnstf(a(6meffer$ einer beliebigen dnxH) menn man batf S>if^ 
fetential be« ^I&dEienfliictei a{« confiant anfieiit, 

2. g« feien ble ©relcjungen (a) jjept y=g)t/ t'2=i+(y02, »o 

tie 3)if eremiale fic^ anf x betie^en* GoOen fte attf bie nna6(ängige 

SerSnberlic^e t übertragen »erben/ fo mwanbelt fi(9 bie tmeite 

0Wd(fnng in: x'^^y'^^^i ♦ muui bnrcft ©ifferentfatfon x'x'^+y'y"=::0. 

x/ 
Unfer ^eraOgemeinerter Stntfbrnct ^/^ ge^t (iernac^ in 1^=— Oberin 

V=— ^, fiJer/ ie nacffbem x/' ober y^' baran« eliminirt »orben. 

Um V" bnrcd t aOein bargefieOt )n erhalten / (rancfft man bM 

W ®erit>lrte y^ y'' Mi ber ®Ieid(fnttg y=g^t i^erjnleiten / baJei 

«/ 
x'=r'(i— y'^) i« fe$en/ nnb bie enbiltttttion in '^—'y,üniiniüft^ 

rem ®5re flau y=9^t bie ®{eidSittng x = ft gegeben/ fo »ürbe 
man mit bem mittn SBert^e bon -^ auf biefel^e 9Crt berfai^ren. 

Xnmerfnng. 2)er dier anfgefleOte Sßert^ von V^ i# ber be« 
^rnmmnngd&albmefTeri einer Suroe/ »enn man Hi S>i<Feren^ 
ttal bei S3ogen0 all eonflant betracfftet* 

3. iii fei V'=^7^/ wo X lit nna»^(ingige 5BerSnberIi*e i#* 

mn man tiefen Huiituä anf »ie SBerSnberricffe t 6e)ie(fen/ nnb bo^ 
6ei wieber t'»=i+(y02 anne^en; fo Jefommt man oorerjl miteetjl 
ber Formeln (o) nnb (£)/ na((bem oben nnb unten mit x^^ mnl^ 
tiytiiirt worben; 

y///x/g— 8x^x^^y^^— y^x^x^^/.|-8y^x^^2 
*— ' xx'2(xV'--y'x'0 * 



'^^ 9}(rtattf(^un0 btv untbMndiden 93et«nb(rn^(». 



%ixi> x'^+y'2=i ««tfprlBfit: 

enminlrt man an« l)itfcr r<tt<rtt x", ferner y'* mit ^aife %%t 
(ct^en vor(>(r0((enb(n ; f» er^iiu tnan: 

■,111 — y y z 

x' x'a • 
^itrtitr« %%Kmvlbt\x fic^ ter 9(ii«brti(f >/> ent)U(9 int 

^~xx'y"~^xx'»' 

4. @0 feien tie ©Uie^ttttgen (a) tm\^\ 

x2+x7+y2=0, t/9=l + (y02. 

iDie erfle %m\m\ tiiferentiirt/ wenn (ein ^Differential conüant 
andenommen »irb/ gibt: 

(2x + y)x'+C2y+x)y'=0 . . . (1); 
2x'2+2x'y/+2y2+(2,+y),//+(2y+,)y//=o . . . (2). 

tSirb \9A ^Differential von t eonflant voran^gefe^t/ fo M man 
x" + y'2=i . . . (3)/ worani 
xv/+yy/=o...(4). 

Xtt« \)<t ©erainbnnd ber eieic^nnflen COun* (3) entfi»rlni}tt 
x^= ^y+' ,/- 3'+y 

r(«yH8xy+5x^) ' ' ~rC«y2+ 8x7 + 5x2/ 

anittelfi t>er «etotion (4) ge^t bie ©leie^nn« (2) in: 

2x/2+2x/y/+2y/2_(2x+y)Ä +(2y+x)y//=0 ß^er. 

hieran« er^ütt man: 

.//_ ^if+2x^V+2y/V. 
^ (2x+y)y'_(2y+x)x" 
x//= - 2x^V+2xV«+2y/3 
(2x+y)y/— (2y+x)x'" 

e« »Ären forglic^ bie S)erii>irten x', y/, x", fi in S5e)nd auf 
t in gfunfttonen von x nnb y bargejieat/ j)bf(^on man nnr eine Sie. 
ratio» «wift^en »em iDifferential biefer a^er^nberlic^e» onb »enen 
iMer Sfunftione» fennt. 



S}<vtattf($ttn0 btt nn«(Mndi0(n VittHnittU^tn. *» 

$, 40. mmt^ Witt WMiTfitü lägt jicb Ht fftii^ti^Uit mc^' 
ttt(t iDifmntiationdrcfldtt fc^r Ui4it »ac^nteifen. 9(8<^ (ann matt/ 
tvettn Me QUi^un y=fx ««^ i{>f« ®e»ii»ir«it (j')/ (j'O ttfatittt 
üttb/ 100 7 Uli Sfnüftioü «Ott X att9cf(()(tt toirt/ ti( Striotmit für 
Un $aa x=9)y fin^eti / m mitl^iü x aI4 ^ttttftioti oott j betrachtet 
niti, 9Wt Ui^üli sur 9(ttfl3ruitd Ut ttHttn ®((ic^uttg {tt fc^reiten. 
SRati (rantidt ttt biefuti 9$((>»f iti b<ti SRelationett (D) iM 

j' — i, y"=jl'l=. . . . =0 jtt ittac^ctt/ b. %. 
CyO = 77/ (y'0 = - ^ . . . §tt f<»<n. 

$(tttttcrfttti0. @4 Ifigt ftc^ Wi öbrigen« attt^ bireft atif fol« 
0(tite Seife tavtiStutt. <ii feiett h titi^ h W flleid^ieUi^ett 
Sntoae^fe »ott 7 ttnb x. 

y=fx 0th=7l»+i'7"l>2+ te./ 
x=flP7 . . Ii=x/li+|x/'k2+ xt,\ 

hieran«/ »entt tttoii ^en 9Bert( vott k iit jenen von h fu(« 
fiitttirt: 

h=x'y'h+ (x'y/'+x//)'23Jh«+/ tt. f.». 

^ai;an< tie^t ittan: 

l=x'y', x'7/'+x'/7'2=0/ tt. f. tt. ; 

Mi »eichen ®Iei(^«nflen %\t obigett Berthe vott y', j" . . , 
fi($ evdebeti. 

»eifpiele: 1. S)er 9Ctt«J»rtt(f i/c=^-^^^^— »eirttattbelt fl<^ 
itt tem SfaO/ »0 x a» Snttfttott von 7 anflefeien ttir^/ in folgenden : 



<'< 



2. y=a« 0t C7')=i'a*. hieran« -^z = ^ "' = ^ ^ 5 MuH* 

x'=~-/ »0 X Uli ^ttnftion »on 7 andefe^en wir^. <Si w&tt Um» 
itaed lU S>erivim t>on z=Log7 gefnnten. 



46 SerUtifc^ttitd htt nnaiiäniiitn iitxinbttH^tn. 

3. y=8inx Utftn CyO=cosx; HtaM forgt -^=co8x; ferner 

*'=p7rinQ ' ^W ^ttMttt Ut ®Ield(fttlia x=arc(sin=yX 

4, gür *ie ©Uic^ttw y=taDgx dat man (yO= TTirr* 

cos X 

S)aratt< entfielt x'— cos2x===^— — , aW5)eriöirtet)0ttx==arc(tang=yX 

§. 41. Um einen S)iffetentialan0^rncf yp ^^n Ut etilen Orbnnng 
in veraasemeinetn/ mnS man 

dy 

(jO mit ^'/ oier^ mit ^ ober ^ mit ^ mtanWen/ 

inbem man ben flemeinfamen S)i9ifor dt n^eglS^t/ miti in bem 
(entern $aOe iebocff nicOt ju K^ergefen iil / bag dx nnb dy im (enteren 
SaQe bie S)tfferentiale in 93e}ug auf bie nnaiHn^i^t 93etSnber(i(6e 
t barfleUen. @in S)iflrerentialau«brn(( "^ Ut erften Orbnnng erleibet 
atfo feine SJer^inberuns / infofern er nacf^ ber Seibni^'fcbcn 93e«- 
ieic(^nnng<art it^äftUbtn ifl/ wenn bie Unab^ängigteit ^on einer 
S3eränber(i($en x auf eine anbere t übertragen tDirb; nur mäffen 
bie barin oorfommenben 2)ifferentia(e dx/ dy « « , auf biefe neue 
SBerSnberlicI^e ^etogen toerbem SSegen biefer 93e)ie^ung iü bie Seib« 
ni^'fcffe 6d(freibart in ber Integralrechnung/ wo ed fic^ barum Nn^ 
belt/ oon ber ^erii^irten auf bie urfprttnglic^e ^unftion ittrficf)u^ 
gelfeu/ n)ie überbaupt in ieber Operation/ m ti auf eine ^ttmdfi^ 
tung ber una6(^Sngigen 93er(inberlic^en abgefel^en ift, ^on großer S6ts 
quemlic^feit. 

»eifpiele: 1. ^üt y=sinz bat man y'=cosz*z^^ toa« mit 
dy=coszdz einerlei ijl* 2)araud entfpringt: 

dz ^ =_iz_ 

~ cos z r^lr-y* * 

S)iefe SRed^nung/ um bie S)erioirteoottz=arc (sin=y) {u gc^ 
minneu/ ifi fürier ali bieienige/ n^elcbe mir im i^orbergebenben $ariu 
grapben angewanbt i^abeu* 



9ilU/ wo bie SA«(or*f4e formet nnhtand^hat wir». 47 
y=a« (at man y'=ka« z'/ wad mit dy=ka« dz fi^ercinüim'' 

ky' 



mcttb i#. 9Cu< tiefer Ie$terti ®(ei(Otin0 folgt dz=T^/ b, ^. taiS>if.' 



fetetttiat »o« z=Logy. 

S)er ^ier erwähnte SBott^eil fintet ieboc^ oic^t me^r für bic 
2>ifeteritiiitott4brii(re ber hmiun Orbnung flatt; benn bie tmeite 
Sformel (d) oermanbelt fi^ bann in 

d*y dxd^y — dyd^x 

dx«~ dx« 

too bie S>ifFerentia[e attf eine btitte S3eränbetlid(fe t bejogen »erben/ 
9on ber x nnb y gegebene Suttttionen finb. 9(n0 ben ^rineipien/ 
von welchen »ir anigegangen ftnb/ folgt nnmitterbar/ baS ba0 erfle 

@Heb ber (entern %omtl nic^t< anbertf ali bie 2)erioirte ^on ^ i#/ 

welche l^teranf bnrcf^ dx bioibirt toorben« 2Slan (ann baber/ wenn 
dy itnb dx ali Snnftionen nn t angefeben werben/ fe^en; 

d^y_ \dl) d3y_ ^(Si/0 

di"^ d7~' d?- — di ' 

fo bafi fic^ bie 9le(ationen (d) /(£)..« febr {eicbt mieber finben 
laffen. 

%&lUf wo bie 2;a9lor'f(be formet nnbrancbbar wirb. 

§. 42. Sie Savlor'fcbc bleibe (A)($» 6); welche ben oerSnberten 
Stt^anb einer ^nnfrion y==rx andbrficft; beren aSerSnberlicbe ^ einen 
Sttwacb^hbefornmenbat/ wirb nur ganje potenten oon hentMten. 
®erbenber93eränber(i(ben xbefonbereSertbea beigelegt/ fofann ti ge^ 
fcbeben/ wenn x unter einem aBurtelteicben oorfommt/ la$, beiber6ub# 
flitution oon a+h far x/ bie ^ntwicflung oon fCa+h) 95ru(becponen# 
cen bei Snwacbfed h entbS(t/ weil bie unter jlenem 9Bur)eliei(^en 
beünbHcben con^anten ®tHtn oerfcbwunben finb* 9(ncb fann unter 
UrnftÜnben bie entmdinm ^on f(a+ii)/ worin (eine weitere SSerfin«' 
berlicbe ati h i^orfommt/ nadf ganzen unb pofitii^en Ssponenten ^on 
h Hin ttnmöglicb fein. 6o }• 95« entbalten bie ^niMdt coth/ log h«., 
negatibe $otenaen ^on h/ weil fie für h=:o unenblicb werben. 



(at matt: 

Y=r(a+h)+ri>*=ra + ^. +h5 - ^* 



2ra^ sr»'* * * 

2. 7= jr-^^ +r* fli^t für x=a+h un ®m^: 

3. y= j^,l_^^ +K^ HtmniiU fi(^ för x=a+h in: 

4. y=:;^(x2— a*) gi6t/ »enri man x=a+h fe^t: 

Y=(2a)U5 + i-(2a)-k*+ tC. 

%ui biefeo aseifpiclcn fe^en »it/ tag bie Sa^rorTd^e formet/ 
meiere {cberjcU i^re ®u(tiflfeit (e&5(t/ fo Una x angemeitt getackt 
ttirt/ für fpccieQe SBerttie 9on x }ufäaigertDcife ttttiuläffig feiti (ann : 
W Srage ifl ta^ct/ an iDeldE^em QRerfmal ficO ein fo(c^er Umjlattb 
itt ttUnntn gi^t/ unb ma< mao bann )ii t^nn f^aH/ um W mfftt 
(SnmidiuH »Ott f(a+h) auftuflnbcm 

9(nmer(iin0. 9)ie 2;aQ(or'fcffe Sotmct mnrbe in UnUionUtn 
SSOen/ für welcffc fie ftcO nic^t ann^enben töSt/ wanscl^aft ge^ 
nannt* 6ic ifi jcboc^ nietet« weniger a(« bie^/ »ürbe ^itU 
mtfft ti gcrabe fein/ mnn fie nic^t burc^ irgenb einen Vlm^ 
#anb bie t^ordanbene 9(n<naN( ^on ber in ber Sorwel on^ 
gefprocffcnen Siegel offenbarte. 

§. 43. et fei aOgemein: 

f(a+h)=A+Bh+Ch« . , , +Lhi + Mh» . . w 

m m ben imifc^en ben Tanten i nnb i+i liegenben / fleinüen Sdtnöf* 
ecponenten barfieOt nnb A/ B/ c « « « enblicffe ©rügen ünb* ®&re m 
negativ/ fo »iirbe Mh» ba« erfte ®{{eb ber bleibe fein. 

S>iferentiirt man nnfere ßleicdnng in S5e)ng auf h/ mt(in für 
ieben aSertb bon h befielt; fo bat man: 



9älU/ »0 bit SftDlor'fc^e Sfarmet nnhtanä^h^x toitb. W 



P (a+h)=B+2Ch+3Dh« . . . + 1 Ltf-'+mMh"- - , , , , 

f' (a+h)=2C+2.3Dh . , , +l(l-l)LW-^+m(in-l)Mh«^ - . ,,, 

r/'(a+li)=2.3D... +1(1-0(1— 2)Ly-3+m(m—l)(ni—2)Mh»-3 .,, , 

aRac^t matt ttun itt biefen Umt&dtn h=o^ fo finbct ittatt: 

A=fa, B=f'a, C=jFa; D=Jf"'a . , . ; 

mtaM demtset^t/ (ag Me Socfficienten A/ b«,«l ttic^t« attbcr« 
a» bicjettigrti 3&ert(^e ftnb/ toclc^e fx unb tt^r< 3)eirioirteit/ H« eiti.* 
fct^lfiffifl }u jener ber Jteit Orbnung; für % =a atine^ett/ gettau fo wit 
Ui lit Sa^lot'fcbett 9tei(^e. 95ei jcber 2)iferentiatiott t^erfc^minbet 
ba« erfle ®lieb/ toeiletf cotiftant ifi/ fo bafi bei ber itett bcr Soef^ 
ftcleitt L im erftett erfc^eint unb bei ber (i+i)ten fommt: 

P»+«)(a+h)-m(m-l) . . . Mh»"»-« + , _ 

S>ie< erfle ®(ieb l^at/ toegen Ui 93ru(fied ni<i+i/ eittett ttega# 
tioen ^Sponenten unb tnan erhält für h=o bie 3)erioirte P+i)a = oo, 
Cbenfo toerben bie auf y»+*) folgenbeu ©erJoirtett uuenblicl^/ toetl btr 
dttpomnt iletd negativ iitiit. 

i^itxün« ergeben ftc|^ nac^fle^enbe ^olgerttngen: 

1» 2)ie Itavlor'fc&e Steige ifi ieberjett antoenbbar/ toenn fnrbcn 
®ert( x=a feine ber Junftiouen y, y'/ y'^ . . . unenblic^ loirb. 

2. SDIad^t ber Sßertff x=:a eine biefer Munitionen untnlli^, 
fo finb e< auc|^ aOe fo(genben: bie Sa^Ior'fdi^e bleibe mirb bantt oon 
Um erfien ®IUU m unbrauchbar/ bem eine unenblicl^e S)erit)irte 
entfpric^t/ unb h ent^U einen gebrochenen etvonmtn an biefer 

3* 3ü y uoenb(id(f/ fo ftnb ti M(b bie Munitionen y^ y^^.w 
ttttb h befommt negatioe espouenteu* 

4, 5ör y=x» bat bie ©erioirte ber nten Orbnung bie ffonu 
Ax--», toeicl^e ®r»geburd{> feinen S©ert^ ^on x mtnilidt wirb/ ben M«ö 
anigenommen/ mox=i:ounb m feine ganse^ pofirioe S<^f>l ijl; moraut 
(eroorge^t/ U9 bie 95inomialforme( jieberteit i(^re ®u(tigfeit iti&lu 
teti ermahnten MaQ abgerechnet« 2>a«fe(be lägt ftc^ t^on ben Steigen 
9on a<r Log(i+x)/ 8inx uub cosx autffageu* 



«nmerfiittg. SBottte mm fx=r^x + iog(x— a) mittel ^er 
3;a9{or'f(t^eti Formel für x=:a auffinbcn/ fo Httt man: 



gur x=a iDerbcn bie tttfpriinandE^e Munition iittb i^re JDeri^ 
oirtcn nncnbltct^; lit Sntmicflung Don f(a+h) nad ganien/ 
yofttiven potenten ijt ba^er nictit möglich. Unb in ber £M 
^at man f(a+h)=r^(^^+h)+\\i. mt fc^en au« bUfem »eU 
fpicU/ bag/ mentt in fx eine logari((mifc(^e ®rö6e ^otfommt/ 
meiere für einen bcfltmmtcn SSert(^ i^on x=a 9lua mirb/ bie 
enmidlnni i^on r(a+h) bie tranieenbente ®rö$e ih enthalte/ 
mtcOe bcfannt(ic|i ^d) intd) (eine nac^ ben potenten von h 
fortranfenbe Steige batjieOen (figt. 

§« 44. 3fn bem %Mt alfo/ bag bie S)cri9irten ber ^nnftion fx für 
einen (eüimmten 9Bert( von x=a oon einem gen^ifTen @(iebe an unenblic^ 
»erben/ mnfi man anf bie 9(nmenbnng ber Savlor'fc^en Formel/ me^ 
tiigflen« von jenem ®(iebe an, S3er)icfit leiücnr nnb bie wettere SnN 
»ictlung auf anberem aSege sn erlangen fnctien. 

»elfpiele: U y=c+(x-b)rx-agiJty/=|^=f^5. gär 

i=a ijl y^ nnenblic^/ bie folgenben Serit^irten ftnb ti ba^er m^, 
nnb h mng in ber C^ntwitflnng T=r(a+h) einen tmifcten o nnb i 
liegenben e^ponenten Hitn. 9Ran finbet in ber %Ht anf ge»ö(i^ 
U(Sim tßege: 

Y=zc+(a— b)h5 +hy 
2, (g< fei y=c+x+(x— bXx— a)i • S)ie ©eri^^irten finb; 

y/=l+(x_a)i + K»-b)r(x-a), 
Jftr x=a Wirb y=c+a, 7/=! ttsl >"=<»/ Jlim %(t»(il/ U| 

feie Stttivi(((itiis f(a+b) aic^t ita($ 0att}(n $ot(tiicti Mit h f^nfc^rei* 
tcti (antt. 9ta(^ in 0m$(n(i(^(n 9D)<t(o^( er^fiU matt für x=a+h 
tctt 9(tt«bnt<(: 

T=c+a+h+(a--b)hi +hi 



flfAIU/ n»p hi€ SapUt'f^e gfotmel nnixau^iat tvir^« »i 

§* 45. ®in^ feie t^crfc^icteneti (rattcbbareti ®(ie(er Ut Snu 
Wictliittg t^oti rCa+b) 0ffon(ett/ fo fann man aucf^/ }ur 9$c#immttttB 
ber folgenden ©lieber/ jenen befannten !l^ei( ^on r(a+h) abliefen; 
t>tt tebttcirte 9lefl mirb bann eine gemifTe ^nnttton s pon h fein / 
I9et<(e man in eine/ nac^ gebtocOenett ^otenjen nn h fortlanfenbe/ 
Steige ttt entwitfeln Ut. 

SBenn man ben ®ert^ von s für h=o mit A (eteic^net/ (0 
M «an S=A+Mh»/ iDo h» bie ben Xn^uct S— A genau bit^t^ 
birenbe/ fi8c|iüe $oten) bpn h batrfieat/ bergejtalt/ bai ber iCtnotient 

M=-j~- fnr li=o webet »er^winbet nodf nnenblicti ift. 5)iefe 

95ebtngung »irb nn« bieS^bt m nttb bie von h abbSngige ®rB$c 
M rennen lebten. SBejeicbnet auf Sl^n(i(fie S[>eife B ben 9Bett(/ 
»eichen m ffir h=o txff&U ; fo fann man M=B+Nh'' fe$en / iDotanf 
ftc^ n ttnb N Unben (äffen/ n. f. \o. S)ie uet(angte (Sntroicflung loitb 
folglich fein: 

S=A+Bh»+Ch«+-+Dh«+»+'^ . . . 

Jtomipen in s negative potenten ^on h i^otf fo fe^e man h^h'-i 
itnb entmideU bann nai^ ^z nnb Snbete (ietanf bie 3<i(^<n itt 
Ssponenten von h^ 

§. 46. mt mUtn ie^t ben ^aO nfibet bettac^te»/ in welchem 
ffir x=a ein ©lieb P bet ^nnftion fx vetfdS^ivinbet; bie gnnftioii 
P ent^Srt bann eine beliebige Voten) m ^on x— a ali ^aftot/ ober 

ti ift P=Q(x-a)» 

i. m fei eine gante/ pofitive 3abr- 3n )>^t mten 2>etivitteit 
fommt ein von bem Saftot x— a befteitetf ®(ieb ^ot/ wtil bet Ssi^iv 
»ent ftc|^ bei jiebet S)iifetentiation um eine Gin^eit vetminbett/ mit* 
(in ttt(e$t 9tnü mt\>. S)et in Mtn votl^ctgebenben 3>etivitten für 
ben fpecieOen SBett^ von x=a }nm SBetfc^minben gebtac^te Saftor 
9 crfjl^eint babet in bet mten S)etivitten nnb in ben batanf folgen^ 
ben iviebet: bet Sa^lot'fcl^e 6a$ i( folgticb im votliegenben %Mi 
Mtvenbbat nnb e< ifi diet nic^t« weitet S3efonbete$ a» etinnetn« 

»eifDiele: i. y=Cx-aD2(x^b)-ax2 Uefett fßt x=a+h: 

T=-a»-2a%— bh2+y. 

4* 



II. y:^x*+(x— a)» gC^t föt x=a+h in 

Y=a*+4a»h+6a2h2+(4a+l;h»+h* ÜUt. 

2. m fd ein imifcffen I itnM+i (icgenber S5rtt((. S>er.Mott^ 
><re Scrt^ x=a (rittet Ut {^aftor Q in fSmmtlic^en SXti^ixun/ tii 
einfitlufTis 3u lenerter Iren Ordnung / tum 93erfc^wtnben / macdt ia^ 
gegen aUefcaranf forgenben rnegen M ffaftort (x-a)"-^» nnenWit^z 
f0 M tie XaDlorTcte Steige/ von biefem ®(iebe M/ nnbrMtc^^ar iff. 
Unb in ter S^at »urben/ n)eU batf bttt(6 (x— a)» angebentete VimitU 
teic^en itt ber ganten Steige t^etfc^minbct; »S^renb e< in Um Xn««- 
bmtfe rCa+h) tum, tiefe »eiben Steile feine gleiche Xnta^t 9on 
SBettl^en ittraffen/ toenn nicl^t S5ru(^potenien von h ^ott&mtn. 

»eifpiele: L 7=x»+(x-bXx-a)x gi»t für x=a+h: 

T=:a»+8a«h+8ah2+(a— b)h» +M+h». 

a y=b+r(x— a) liefert für x=a+h ben »nfbrnrf T=b + hi 
Xnm erf ung« 3)ie dier üattfinbenbe ^(enbernng ber gorm rn^re 
von ber burc^ Ui Sßerfcffwinben Ui SSurie(}ei((^(n$ für einen 
9Cttgenbli(f Verminberten Xti)a^( ber Sßert^e ber Snnftion 
^er/ tvelcOe im aOgemeinen Suf^^n^t für ieben Sßert^ einen 
befonbern Sutvacfftf i)au 60 gibt bie Zax)lot'i(bt Formel für 
>=b+r(*--a) bie beiben SReiben: 

mv bütf obere Scic^^tt bem einen/ ba< nntere bem anbern ber 
beiben ®ertbe von 7 entfpricbt. 3m ^aO bie ^nnftion iit 
einer implieiten ®(ei(bttng erfcOeint/ ijt in bem «ntfbrnct ber 
2)erivirten anfer ber nnabbängigen $ßer8nberli(ben no^ bie 
Sfunftion vorbanben/ tvobnrcb bie Slnjabl ber von ber Zan^ 
lor'fcbeo ^formet gelieferten Su^acbfe berienigen ber ®ertbc 
ber'Snnftion gtelcb gemacht mirb* (Bereinigen fi4 »ttn i«' 
fSOig mebrere SBertbe ber Snnftion in einen eintigen/ fo 
mfiifen biefem 9Bertbe im 9(agemcinen mebrere verfc^iebene 
Snmacdfe infommen/ bamit bie Sunftion ibre fSmmtlie^en 
SSertbe tvteber erlangt. 3)ie$ (eiflen aber bie S^rncbvotenien 
von b/ inbem biefetben tUn fo viele S5e#immungen lulaffen/ 
M beren Ui SSnrtetieic^en mit ficb fübrt. eo bringen in 
»itferm iiveiteit S5eifpie(e ffir x=a bie bem einjigefi ^nnftion^ 



{JfAde/ »9 Mc Xa9lor'f4< flformcl uttbratic^iiar m4r5v M» 

tom^e y=b iiiititüun Qmaöfit +hä, — h* ^ie leiten 
Sßetrt^e oieber iiim SBovfc^ein/ mtl^t iitt llt ffnntHotit 

3. m fei negativ. P iinb befen fftmmtlit^e 3)etii^irten fnb^ 
hann für x=:a tinctitUc^ / mei( übttaU (x— a) im 9lenner erfc^eint. 
S>ie 3;a9(or'f(^e 9lei(^e mitrb (ier »om erflcn @(iebe an fc^^on ttn# 
Mtt(^6atr/ unt etf (ommen negatioc $0tctt)en t)oti h iror.. 

SBcKPicI^^ I- y =^117 wwaiiWt ü* ffir x=a+h tnr 

-i(-f)"*-Kf)'H-iia)'-»<'- 

§* 47« SSir woOen ie^t (umc^men/ Hfi Ut aSert( x=:a in 
>er Sotiftioo j ia« Sßetfc^minteti eittcr SSundgr^Se tia((> ftct^ jieiit/ 
MKlcOe itt ber S)erioituti y^ »ieber tum 93otrfc^eirt tmmtf l. d. Hi 
Ut tritt $otcni 900 (x-a) ein Saftor iener SSiitielgrüge if^. 9Begeii 
tiefe« %mbt9ti^tui Ut SoraefgrÜ^e io j^ tvelc^e für x=a in ter 
»rfprfingtic^en gonfiion Derfc^wiobet/ wirb {entere tint geringere 
Vnia^I ®ert(e aU i^re S>eribirte daben« 3nbem »ir aber bie ®(ci^ 
c(ong 7=rx anf eine paffenbe $otena ergeben / fönnen mir batf in 
8fage ilebenbe 9?nrael}ek6en »egfctaffen/ fo bag e< in ber refnlti^ 
rcnben ®Ui(^nng z=F(x/j)=o nic^t nte^r ^oxtommu 6n((en mir 

lleranf We lDifferentiafgUi*ttng^-h^-y'=0/ nnb feijen bann a 

flntt x; ferner ftir j feinen entfprec^enben einjigen SBert^ ; fo finben 
mit A+Bj/=0/ mo A nnb b bie in S^^I^ntoerti^e übergegangenen 
SBm^e barfteOen* 3)er 9Cnna(fnie infolge bat aber y' menigjten« tmei 
cnffprec^enbe SSert^e a nnb ^ : e« i^ nSmUe^ A+Ba=0/ a+B/3=o; 
w^ratt< B(a— ^)=:0/ ober a=o nnb b=0/ weit « nnb ß oon ein* 
afttcr 9erf(^ieben finb. ttnferer S)ifferentia(g[ei(^nng i^on z=o ge« 
fd^ic^f bemnot^/ gana nnabbSngig oon iebem SCBerti^e oon 7' ®enflge; 
». (. e« ift: 



M gilU/ WO bie 2:A9lor'f4c {Jfovmel ttnlrauA6av leirK 

®e^eit mir tu ber iweiun S)iffcreritia(fl((i(Ottn0 fi6er/ »elc^et^oi 
(et ^om Ott 

^ .y//+My'»+2Ny'+L=0/ 

fo i^erfc^tDintet batiti ta< etile ®lieb tinb e$ bleibt bie ®(ei((trng: 

My'2 + 2Ny'+L=:0, 

toelc^e bic beibett SBertfie von y^ (entieti (e^rt/ ba M/ N ttnb L be# 
fannte OrSgeti ünb. £ieSe y' mtit ati an^^i ®ert^e für einen von 
7/ menn x=a/ }»/ fo »tirbctt M/ n unb l gleid^jeitig t^erfc^iDinbeti/ 
«nb man müitt in ber britun 2)iferentialg((i(tinng feine Z^fiuöft 
ntimtti. 3» berfdben ift y^ auf ber brittcn $oten}/ mSbrenb y^^ 
itnb y^^' barin nicfft me^r vorfornmen/ iDeU i^re iSoeffieienten 

dz 

3(My^+N) unb j- 9luH ünb. Ueberl^anyt mirb man immer jn einer 

folcdcn 3)ifferentia(8(ei(&un8 aufileigen mfiiTen/ beren Orbnnng mit 
üener be< für x=a fortflcaangenen Sßnrielteicffen« ubereinflimmr. 

93erf(6minbet in y unb y^ eine SG^urjelflrSfe/ bie in y^^ lieber 
t)orfommt/ maö ^c^ ereignet/ »enn bie ameite ^oteni oon (x— a> 
^aftor gebacdter SBurjelgröfie tfl; fo baben für x=a bie ^nnftionen 
7 tinb y^ eine gleicbe %niaf)l SSertbe^ »Sbrenb y^^ beren mebr tu 
ft^t. 6diiafen mir baber ba0 Sßurielieidiien aui ber oorgelegten 
®Ieic^ung y=ri weg / unb fuc^en bann mittelfl ber iMittn S>ifFeren<' 
tialgleic^nng ber gcfunbenen unentmicf eUen ®{eid^ung z=o ben SSertb 

bon y"; fo werben wir baran« y''=-^ erbalten/ weil fte für jeben 

SBertb von y^^ befriebigt wirb. Um y^^ {u finbeu/ werben wir ttnd 
bann ber britteu/ vierten . . . Tifferentialg(eid(fung bebienen. 

ein äinliäfti 93erfabren wirb man beobachten/ wenn (x— a)^ 
$af tor einer SSurjelgrö^e in y=rx ifl ; n« f« w« 

» e i f D i e l e ; U y=x+(x— a)rCx-b). 
gfir x=a dnbet man y=a/ 7'=i±K(a— •>)• 
9)ie vorgelegte @(eid(fnng ifl aber gleic^geltenb mit 

(7-x)2=Cx-aD2Cx-b). 

S)atani bie 2)ifferentialg[eid(fnng : 

2(j-x3y '=2(7- x)+(x-a)C3x-2b-a), 

beren beibe Zit^ilt für x=7==a verfc^winbem 



SBttt^ fflt f, »U oöe»/ lUfert. 

2. gfir y=(»— a)(i— b)J (<fommt ma»/ »<nti x=a geft^t Wirt) 

y=0, y/=r(a— b). 

edfA^t tttait itt t(r yrimitivcn OUic^ung tat SSitr|er)(l(^(tt 
weg/ «nb fttc^t bann bic tr<i erftcit !DiffmtttiatflUi(i&tiii9<ii; f« 
Nt man: 

y»= (x-a)3Cx-b), 
3yV= (x— a)2(4x-3b-a), 
y2y//+2yy/«=2C]t-aX2x— a — b), 
y«y'"+6yy'y"+2y'»= 8x— 6a — 2b. 

©je >«i «rHa »<rt<tt filr x=a itnb y=o tefricHjt/ »ft^rcnb 
lit »Um j'=r(a-h) Utfm. 

3. y=x4<x— a)-y^x flj6t, tocitn x=a gefegt »irt: 

y=a/ y'=i/ y/'=±2ra. 
2)i( wtitltiU ®Uid^itttg vertoanbe(t fidl» a^er in 

Cy— x)-= (x— a)*x.2)aratt«jltt>«mant 

2Cy'-l) Cy-x) = (x-a)»(5x-a), 
(y/_l)2+y// (y_x) =2(x-a)2C«x-2a) , 
Sy//(y/_l) +y///(y_x) = 6Cx-a) («x-3a), 
C 8y"2+4y'"Cy'-l) +y'^ (y-x) = 12(fix— 4a). 

%üt x=a fiaUt man y=a; itt bcr tx9tn 3){if<reittia(9U{(l&ttttg 
ttett fi<tf aaetf attf; W }i«(it< giat y'=i / itt Ut Ititun ^tit a<S^ 
ahtmali um attf; W »Um ctitttd& lifftrt y"=±2^a. 

Utitt \>it SrgStiittng ter Sa^Ior'fd^en Steige. 

{. 48. et fei Ah'* (in ®(i(b ber tiac^ Hcigenlen $ot(ii)<» von 
h georbtteteit Steige r(a+h3/wo((i a pofiti« votautgcft^t toirt. 3m< 
0(i(b ttttb Hut HtMf fo{g(tit(ti ^a^en tnr ^tittttnc (iticn 9(ti<trti(( 

«Ott ><r aform h" (A+Bh'^), Uf[tn jweitcr gaftor A+Bh*® flc^ för 

h=o attf A r((ti<irt/ ioo»ott Ht 3;^<i( Bh^ mit h tttrc^ Mt UaV 



M lieber tfie erdAntttttg itt SraoUv'fAett ne<(e. 

taren Stoifc^^nftnfen fonf^i reitet/ fo (af berfeKe 9on A fitertrofeti 
t9irb/ »entt matt h fe(^r fUtn antiimmt. (S< ectütrt bemtiac^ ein tu 
tvifTcr Sert^ oott b/ für toelc^en je(e« ®Heb ^er Slciffc f(a+h) srüger 
m ali Ut @ttmme aOer folgetiteti* 

§. 49. S>ie pnftion fa fattit/ toentt a iti a+h übergebt/ tvac^fen 
cUt abtiedmett / wobei toit/ um eitten (eflimmtett %aü vor SCttgen }tt 
(^abett/ h eine pofitive ®röge feiti taffeit. SO^etitt man h getförig ftein 
annimmt/ fo wirb ba« 3^t*«ti ber ©iffercnj f(a+h)— fa=hf'a . ... 
mit %tm »on f^a ftbereindimmen; (te $uoftion fa inUxt fic^ (a^er 
in temfelben ober cntgegengefe^ten 6tnn toie h, je nac^bem f^a / in# 
iter^alb beffcfben ^nut^Mti ber 9Bert(e von a, ftcti pofitiv ober 
fttii negatio bteibt. 60 mäc^fi ). 93. bie ®r8$e sin a Don 0^ M 90^ 
iDorauf fie mieber abnimmt/ weit i(^re 3)erioirte cosaj^ofitio in bem 
etilen/ negatio hingegen im jweiten Cttabranten wirb. ^UtMi 
folgt/ bag bie ^unftion fx/ wenn x iinfen weife ))on x=z:a in x=a+b 
übergebt/ fortwät^renb innerbalb bicfer ^renjen wScftfl ober abnimmt/ 
U nac^bem bie S)erioirte f^x innerhalb gebac^ten SnterbaOe« ber 
9Bertbe 9on x fiettf poftiio ober negatio iü / wobei biefelbe weber bnre^ 
einen nnenbtie(»en noct^ nnmSglic^en 9Bert^ unterbroctien fein barf. 

et feien a+h=p unb a-Hi=q biejenigen SBert^e/ welche be# 
iägtid»/ beim jletigen !Sac^fen ber Sßeränberlic^en h ooit bi( b/ 
bem fUinften unb grüften SBert^e von f'(a+b) inge^üren foOen/ ber^ 
geilatt/ bag 

f'(a+k).f'p nnb Fq— f'(a+h) 

l^ofitioe Stefultate fmb. S)ie (enteren finb aber nic^t« anber< aM bie 
refpeetiben S>eribirten in ^etug auf h oon: 

f(a+h)-fa-hf'p nnb fa+bPq— f(a+b) 

S)iefe Munitionen/ welche mit h berfc^winben / werben ba^er boti 
h=o iii h=b wact^fen nnb pofuio fein/ b. ^. . 

fCa+h)>fa+hPp nnb <fa+hPq. 

SKati ^at fotglldf f(a+h)=:fa-i- einer jwifc^en hf'p imb hf'q 
liegenben S^bl: b. ^. bleibt man in ber Steige f(a+b) bei bem erfien 
eiiebe fa flehen/ fo ifl ber Slefi ber 3;ai)(orTc^en 9teiffe: 
>hf'p nnb <hPq. 

«nmerfttngeti: 1. F(x+h) berwanbelt ftc^ iti Fz, wenn 
x+ii=z gefetjt wirb. S>ie 5)eribirte F'z bleibt wegen z' = i 



uwttinUttWUl^tf mag man x ober h aU bie SaHa^Ien aiu 
fe^cti. SRan fann Htftt F'(x + h) m Ut ^txMttt 9on 
F(z+h) betrad^teo/ ml^t ^on Un btiitn &xi^tn x ober h 
man anc^ üU S3er&nberli(^e ittoWt (aben mag. ^ie oben 
in S3eitt8 anf h gewonnenen 3)ertoirten werben folglich mit 
benienigen fiberein^immen/ wete^e man in S^etng auf x gt* 
fnnben nnb (ernac^ i=a gemacht ff&tu. 

2. 9Rtt (eic^ter {Dlfibe gelangt man in einem S^nlid^en SRefnUate/ 
»enn.h einen negativen Sertb befi^t. 3ft n&mUc^ bie ^wU 
tionf'x ftetig nnb oon einerlei Scid&en itoifc^en x = a nnb 
x=a— b/ fo baben innerbalb biefer ®ren)en S^nftion nnb 
S)erioirte entgegengefe^te 3^i4et>. 

i 50« 3>ie 2;a9lor'fc^e 9{eibe: 

f(a+bD=fa+hPa+Jh2pa . , . 

»erbe bei i^rem britten ®(iebe abgebroct^en; babei feien Fp nnb P^q 
tetiebnngtfmeife ber fleinüe nnb gröite Sertb/ welcf^e bie S^nftion 
P^(a+h) imifc^en ben ®renten b=o nnb h=b erlangt^ fo bau bie 
Vntfbrfitfe: 

f"(a+h)— f^'p, p/q— P'(a+h) 

mie beren 6tammfnnftionen ; 

f/(a+h)— Fa— hP'p, f/a+bP'ci-P(a+h>, 

meiere mit h oerf^minben/ pofitio finb; mi gUi(<^faO< i^on ben 
6tammfnn(tionen ber (entern gilt/ nfimlid^ ^oni 

f(a+h)-fa-hf'a— |h2f//p, fa+hf/a+ Jh^P^q— f(a-i-h), 
f(a+b)=fa+hFa+{ h2A, 

mo A eine imifc^en Fp nnb P^q enthaltene S^bt barüeOt. 

Stimmt man baber oon ber Sa9(or'fcben 9leibe nnr bie beiben 
er#en &UtUt/ fo i'fl ber 9teü biefer Sleibe : 

>{h«P'p nnb <Jh«P'q, 
ooran«gefeet/ H$ {»ifc^en ben betra^teten ©renjen P(a+h>/ P'(a+b) 
nie^t nnenbHc^ werben. 

tteber^anpt ih wenn man bie Z^x^Ufi^t Steige mit bem OKebe 

rir^ — f^"^a abbricht, 



50 lieber tie ergfinitttiA bet Xai^Ut'id^tn ftei|e. 

(er 9left ber Steige 

WO P itttb q bic Sßcrt^e 9on x+h wfleaett/ für meiere lern 0tto<» 
tietiteri ^-r / tnrier^att b<r ©renaen uon x=a M« x=a+h, 

1*J « • « n 

(ctie^itogtfmeife ter frciofle m\> grüitc 9Sen( ju S^eU werbeti: babci 
iü a(er nic^t |ii msefTen/ baS innerhalb beffcKen 3nteroaac< Ut 
SBertJe t)ori x, feine Ut ^unftloneri fx, Px, . . . P°)x ttnenUi((i 
»erben barf. ^a p itob q tn^ifc^cn a iitib a + h entbaltene ^al^ltn 
Ünb/ fo toirb fi(6 mit^iit ber Stefl ber Steige boorotttmett int^ 

-7-5 — ^^-^-^ barfleOen taffe»/ »o itttter j eine »affenb gewSbfte/ 

ieb0(6 nnbefannte Qaltl tu verlieben ifi* 

i^UtM(i ergibt fic^/ infofern (eine ber S)erioirten nnenblic^ ifl: 

f(x+h)=fi+hf/x + -f//x . . . +i:j:7;i^i + l>2.,/n - 

Sir bitten fomit einen neuen 93ett)ei0 |nr Savlor'fcb^n Steibe 
geliefert nnb jnflleicb einen ^(ntfbrncf für b<n no(^ bininjnftigenbeo 
9tefl angegeben/ menn man bieSteibe bei irgenb einem ibrer ©lieber 
abbricht/ ober mit anbern Sorten / einen enblicben/ gleicbgeltenbeo 
Sßertb bafnr gefnnben. 

Mnmerfnng» 60 iil/ nm ben 9$etrag ber ergSnjnng ber Sav^ 

lor'fcb<tt SReibe/ mmmM fte mit bem ©riebe t-^ f^»>x 

«iitW/ i» ituttf^tittn, niän gerate nktfii, Uu %ti^m uiib 
tUiaittn Wtt^, Utttt Ut Üttotlcnt , , /' fSMs tfl/ 

mSbtenb bie SBerSnberlicbe bnrcb aOe benfbaren Stoifcbenftnfen 
oon X m x+h binbnrc^ gebt/ sn nebmen ; fonbern e^ reicht {u 
biefem ^ebnfe fcbon aui, b{o§ grSfere ober Heinere SBertbC/ 
aW iener größte ober (Uinfle Bertb oon f^'^^x angibt/ in be^* 
tracbten. 
Sir n^oOen nnn Ui S^orbergebenbe auf einige befonbere ^SOe 
anioenben.* 

U y=a« gibt y('')=k» • a«. 5)er fUinfle nnb gröfte Sertb bon 
£(»)(x+h)=ii» a«+»' entfprecbcn bejügWc^ bem h=o nnb einem beliebigen k- 



2)ic ^xi&nmi itt üHtito^mn 9lci(e liegt »a(cr imiidtn : 

ax+h . h» k» , a* h» k° 
ttttQ 



2^ gfir log (x+h) fmb btc fraglidSiett ©tcttjwertjc : 

3. gilr y=x« (at man y(")=m(iii— l) ,» .(m— n+l)x"^, 

S>ie eunmttit; smifc^ctt toelc^eti bic SrflSnaiitifl Ut aH^^ 
itc^tntn Std^c entsaften ifl/ ftttb ternttad^: 

1*^ • • • n 

in(m - 1) . , . (m— n+l)x"-^ h° 
1«2 . . . n ^ 

4. }=siDX fliJt P°>>Cx+hD=±sin(x+h) obet =±C08(x+h), 

je ttad^bem m eine 9oti ben formen 4n/ 4n+2/ o^er 4n+i/ 4n+3 (ar/ 
»0 n eine Berie^ige ganae 3a(t tarfleOt« S>et größte unb neinfte 
SBertJ »Ott P'»)(x+h) tjl aUt offentar +i un\> — i. Sorflii* ifi: 

8in(x+h)>8inx+hcosx — — sinx ,,. , ||||^ 

<;sin X 4-n cos x — sin x . • « + 



%uilt1tnnni iti Savtor'fc^eo Se(rfa$e< aitf bie Sttttf.* 
tionen 9oo mei^reren SJerSttberlic^en. 

i 51. e« fei z=((x,j) eine Sttttittott UtbtiUn nnaHSngigen 
SerSnbertid&en x nnb y. ®tr tDoOen ie^t in berfel^en x mit x+h 
nnl 7 mit y+k vertanfd^en itnb bie barait« teftiltitenbe entmictlttog/ 
oad^ Votenten ber miOförnd^en 3on>A(9fc i^ nnb b/ anf fiteren. 
Sir verfahren Ui^^ü^ mie toir im §. 18 tttffm b. ^. anffatt i« 
gleicher 3^it bie angeieigten 6nBflittttionett i^ortnne^men/ (äffen u^ir 
wtttft bie ®ri>9e x aOein fic^ finbern unb in x+h {((ergeben/ 1»&^^ 
renb y al( eonüaot betracf^tet »irb. 3)iefem gemSf vemanbelt 1t^ 
z aH tlof e Stinftiott von x ongefei^en in: 



60 Uuthtliwuüi Ut £ft9lov'f(^(n «tirf«4r(f 

f(x+h, y>=z + 5^ h+5p.- + ^3.^ + U. 

3rit tiefem 9l<fn(tat( felK» wir fi^craO j+v flatt 7/ »S^rettb 
X mwt&nUtt ^iei6t. Stnf fo(d^( Sßeifc ge^t tad «rffe ®lie( z in 

Geleit mir in bi<fer etitmictOing ^ ^^ ^o ^< CttUt von z/ fa 

dz 

erhalten toir ba« in miH^imiu ®(ic^ ;^h/ n^enn y+ii ftatt j 
flcf(l&ric(en»irb/ fi^ergc^t/ nSrntic^: 

9Cnf ^iefcl(c 9(rt finbcn toir ba« »a< an< bcm imclten 0(icb< 

^ • y bnr* bie fBerwanblnng wn y tn y+k »irt/ nfintIM: 

d«z h« d»z h«k - 

dl^ T+dl^— -»-^^-Jtt-f »• 

a^cteinigcn »ir bicf< vetr^iebcncn 3;(eiU/ inbem tt)it bic ®(iebet 

bcrgeflalt orbnen / ba$ bicienigcn/ in welchen bte Gummc ber Stpo«- 

nenten 9on h nnb k einerlei ifl/ in biefel^e (Kolonne vn jle^en (om^ 

nten; fo erhalten tt)ir: 

<r _i_i. ^L^ . d^L . d^^ k» , d»z k« , 
fl(x+h,y+k)=z-h5;k-h5p^ 4- -, — + . _ 

^dz. ^ d2z ., ^ d»Z hk2 

-^-dl^^^-d^uf^^^^-t-dld^T-^--^ 

d^ 1? d»z h^k , 

d'z h' 

2)ie i^erfc^iebenen Soeffieienten von k nnb h nnb beren Voten^ 
tcn/ »erben partieUe 3)ifferentia(eoeffieienten ober pau 
tiede S>eri9irten genannt. 

S>a0 adflemcine ®(ieb biefe« Huihtudi ift: 

dy»dx»*(2.3...niX2«3...ny 



auf hii 9unlti0ntn i^ün mtixtttn VitxänbtxU^tn* «i 

i^ier wtnU inttfl z (n x+h ttn^ tann y in y+h HtmnUlt; 
üUtin toir Hittn auc^ iitcrfl y uni bann x fid^ fingern Mtn fünftem 
SBir n^firben auf biefe 9(rt eine {meite i^on (er etüern ber ^orm nad^ 
verfc^iebene / iebo(^ i^t ibentifc^e Sntwictlnnd erhalten Men/ mo# 
Sei Me S)erti^irten in 9$e)ns anf y Icnen in 93eing anf x Dorange« 
gangen m£ren. Um ju Jener {meiten CP ntmirflung }u gelangen/ ift ti 
l^inreic^enb/ (ier oben y mit x nnb k mit h )tt vertaufc^en/ nnb nm^ 
gefe^rt. S>ie ^bentität biefer beiben @ntmi(((nngen liefert bei ber 
Snfammenfteanng berjenigen ^lieber/ in benen einerlei $oten}en io^ 
mo(( 9on h aM anct» i^on k i^orfommen/ nac^fle^enbe 9tei^( bon 
®(eic^nngen: 

dydx ~dxdy' dy'^ dx ~ dxdy^/ 
d'z d*z d^+'^z d"+"z 



di2dy ~dydx^^ * • • dj-^dx» dx'^dy«* 

mtaui (erborgest/ bag bei ber S»i(bung ber pattieOen 5Diferentia('> 
(oefficienten ^on ^unftionen tmeier SßerSnberltcden ti gleicfigfiUig 
i9f in meld^er Orbnnng bie {Differentiation in S5e)ttg anf biefelben 
vorgenommen n^irb. 

M xi> ^ « . x' lt. dz 3x2 jy^ 2x^ 

iDiffmntiirt man tatf (rile ^tiuim in 93ct]t0 anf 7/ fo (ommt 

dx dy ""• y» ' 

>{f <r(ntiirt man ^Imm ^«^ {»<it( dltfurtat in ^im «nf < / fo 

dy dx ~ y»' 

ml<^(r 9(tt4^rnc( mit Un vorhin «efdn^enen flicrtinflimmt. <Di( an« 
)ern partieOen ^ifferentiitKocfÜdenten ber iwcitcn OrtnnnB ftnb ; 

£z _ 6x d2z__ 6xf 
• dx2 — y»' dy2"~ y»' 

iDnrd^ JDiferentiation b(< (rftcn biefer ^umMt in SJeing auf 
j etitfDringt: 



bem StcfuUate eitter iweimaUsen SDifcrcntiatioo in Sitm <(ttf ^ b^< 
txfttn vmitUtn S)iffcrentta(coefficicntett 

Y ~~^ ' ßterelttfllmmt 
2. afflr z=x8— x2y findet man: 

d^ _ d^z _ d^z 

dx» ~^' dx^dy ~ ^~ dydx«* 

Kttttterftttig. e« ifl ^tet an feinem Ott, )n (emerfen/ H% 
eine ^nnftion von einer f&ttinUxlidftnf in Über Orbnttng/ 
nnr einen SXferentialeoefficienten Ifat, »Jidrenb eine ^nnU 
Hon 9on tmei aSeränbenic^en jmei SDiferentiaUoefficienten in 
ber erflen Orbnung^ ferei in ber imeiten/ Her in berbritten 
u. f. m,/ (efi^t. 

§. 52« Seif X nnb 7 in ber ©leid^nng j=f(x/ y) nnab^Sngig 
9on einanber finb/ fo fann man btefe(be in 93e)ttd anfxaaein/ 
ober b(o« anf y biferentiiren; »ir »oOen bie anf biefem Sßege io 

dz 

fnnbenen Suttftionen mit p nnb q beteid^nen/ nSmlic^^ =p ttnb 

dz 

— = q fe$en. $änbe aber {loifc^en y nnb x eine befiimmte %(•- 

l^Sttfligfeit ftatt, toit 7=g9X/ fo tinntn Um partieOen S)iferentiare 
nidt me^r abgefonbert oon einanber betrachtet »erben/ meit nSnu 
(id^ bann eine SCenbernns oon x biejenige i^on y )nr ^olge l^aben 
tvfirbe* Um biefe betben ^äüt auf einen }ttrii(f)nffl^ren / pflegt 
man bie C^giflent einer folc^en 9teIation y = gpx antttnebmeo/ 
W0M^ ftd^ bie S)erioirte nnter ber ^orm dz=pdx+qd7 (§. di> 
barfteOt. ^aUi i|t aber in oorfommenben ^SQen bie iebetfmo^ 
lige a^ebentnng iener Stelation in gehörige C^rmJignng jn ticbco» 
S^erlangt }. S$. bie Statur ber 9(nfgabe eine befiimmte 9(bb&ngig(eit/ 
fo (eitet man Mt 7=^x bie 3>iferentia(glei(|ittng dy=y^dx ab/ 



Attf 5te ffitttftioncn t^ott mtixtttn fBcvdttft etlichen* w 

mtanf bttrcO 6iibüüutioti entjle(ft: dz=(p+qyO<ix. (^tiftirt atcr 
gcbac^te X^iSttdigfeit oic^t/ fo (erffiot bie S)iifercnt{alfllei(l&«ttg iti 
imei andere: Unn dz/ a(tf ba< »oOftänbigc 3)tfercntia{ einer Sunt 
tion z 9011 |»ei SBcrünberlic^ctt/ (eflcdt autf tmei !i;(ictUii/ toot^oo bev 

eine ^dx ftc^ blo^ auf bic Sßerfinbcrlid&e x »ti^ ber aoberc^^yM 

tU9 auf bic a^ctfinbetHc^c y (c}ie(t/ mithin; 

dz=gdx + gdy. gorgli*: 

dz . dz 

dy ■ 

»oratttf/ toeil fi4 biefc 9te(ation onab^angis 9ott gpx ober 9on t^rer 
S>erii^irteti y^ im&lfxtn muh entfprinflt: 

dz dz 

IV({(^( ®((i(^tiii9 mit ((II t»(i ttac^fte^enben filei(^((t(ttt(ab ift: 

dz axy dz 



5i-H5;y'=p-+-qy'; 



«1* (x2+y2)l''*y (x2+y«)*' 

2, affir z=arc ^ tang =^ *) ^at man dz= -^^^r » »»'«»' 
y dz 



dx ~ x^+y2 ' dy ~" xHy^ * 

$. 53. e< f(i aOgritKin u=o (int ^Ui^nn iwlfc^eti trei S}<r» 
fobcrlic^cit x/ y, z. S$<|t((t (a(<i no4 (ine an^tre 9lc(atioit x=¥(x,j), 
i0 Htf tuM in bcr wmUiun nut <itt( SBariotU a(tf tttto^^Sitflid 
((ir(i(^i<n; imt man ^at ($. 19): 

|J dx -h ^ dy + ^ dz=o . . . (1); »i^ran«: 

wt»n man crnKgi/ ba0 dz = pdx + qdy vermöge tcr 9l((atii>B 
«>=F(x,y). 



•4 Muihtflnun^ hti )r«9(ot'r4cli telftrfatel 

(Si Uit ^df otin mit leichter iDlu^e betSßcrtl^ 900 ^ ({nbcti/ 

nimUd> Ux van ber ^ttMutn^ ml^t man gcfttuben (a(cit »firbC/ 
toettn z an^ bcr OUicf^ung u=o climinirc toortett toSre. 

^at man aber onr eint StcUtioti u=o / fo (diniert liiert« eine 
tmeitc üiar^imcigenb 9orats0safc(en / moferti t)ic leitete wiaffirlid^ 
tUibt. %nf bicfe 9(rt icrfäOt unfcre 9or(fiti aiifgeftcOte S>{fer(ntiaP 
glcic^ong/ iocgcti bcr DöUigcn Un^eflimmt^eit 9ott 7' io folgcnbe 
Itod: 

da du dz _ rt •v^ 

du . du dz _ ,_-v 

d7'»"dr-d7=^'---(^>* 

!Dic9 gtefitltat flimmt mtt bemienigett fibcrciti/ toet^ct man an« 
bcr @Ici(^nng u=o ertfalten ^fitte^ tocnn barin nacd nnb nac^ytinb 
X a(0 (onftant ttttadfut wäre* 3)ie ®Iei4ung (i) wirb fo{gIi((i 
bie S>iferentia(gleictinng Don u=o fein/ mag eine anbere 9te(atip« 
twife^en ben 3 93er£nber(ictien x, j, z flatt finben ober nic^r* 

^i W it^i aar (eine 6(t)wierig(eir / btefe SBetrac^tnngen anf 
Sfnnftionen von 3/ 4 « « . Sßer&nberlicfien andjubednen unb i^re Gnu 
»i(((ttngen nac^ ben 9^otenien ber Suwac^fe ber nnabbängigen Seri- 
Snberlic^en anftnfinben/ weil ti fic^ nur barmn banbelt/ bie nSmnc^eit 
Operationen ftir jebe Sßariable befonbert antfiufübren. 

9(nmcrfnng. S)iferentiirt man bie eieic^nng (X) in 95e)nt 
anf X nnb z/ fo finbet man : 

d^u , . d^u dz , d^u dz2 d^z du j^^^\ 

d^^"^-^•dId^•d^"^-d7^•d^2 + d^^•d^-^••*^^^^• 

S)if erentiirt mM bie ®(ei(^ung (T) in S3e)ng anf 7 nnb zr 
fo ttWx mMi 

d^n I » d^u dz d^ ii^ i<*^2 ^" — n f^rv\ 

<ly^ dydz dy"*" dy^*dy^"*"dp*dr~" ••• ^^*^* 

S)iferentiirt xaM enblict^ (X) in a^e^ng auf y nnb z, ober 
(Y) in S3e)ttg anf x nnb z, fo wirb man baffelbe Stefnttat 
befommen/ nämlich ; 

d^u d^u dz ^ d^u dz , d^ dz 

dxdy dzdy * dx"^dzdx*dy "^dx dy *dy 
. d^u dz dz ^ x«-«.v 



auf »i( 9»nUi9»tn »»» me^Kcten fßtttnittUäitn. W 



%nt Wtff» btel ®Ui($ttn8(n (xx), (TT), (xt) »(rben 
%mUi9» z htfilmmta fofTen. 



y+z+(x+y)j^=0 . . . CX), 



/ 



x+z+(x+y)^=0. . . (T), 



2-^+(^+y)4l-=o...(TT), 



dz - . d«z 

mi wtK^m (BUidmm tieSBert^e (er fänf 2)if(r(iit{a((0(fj{ci(iit(ii 

äz dz d^ d^z d^z , . 

57' d7' d?' dp' Sd7 *" *<P«w<« ff». 

x^ y2 2* 

* i;2"+"P *+"■?==*♦ 

SRiitt cr^Sft für ti( fünf ^ifftrentiatcoefficUitUit foratn^c KBm^c 

dz c^ §^—. Sif 

dx a^z'dy" b^z' 



d'z c*xr 



S=-aW<'>^-y^^' ^ = -a4^^''--'> «»* 



§« 54« SEßir Mafien früher imttU/ ba0 bi< 3>erit»irte eitler &ltU 
äinui tttifc^en imei Sßtx&nUtUi^tn ttir Elimination einer eonftante 
Unuift mtUn Unn. 9tmi Xe^nH^etf/ nur in viel grilgerer MOgt* 
meinMt/ teiflt fid^ i^ei ben OUic^nngen mit brei ober noc^ me(r 
S^erSnberlic^en: e« Um (ierin ber ;Keim ber fogenannten ^tec^nnng 
mit partieOen S>ifferentialglei((nnfien/ meiere bnrc^ i^re Sfnwenbnng 
attf OegenfiSnbe ber Stec^anif / «ftronomie itnb anberer 3;^ei(c ber 
9i9fit fo mic^tig geworben iü. 



9Ran ^aic tie ®leic(^utt8 z=ft/ too t eine (efannte ^ttnftioti 
jweler 88erfinl)erll*eör t=F(x/y) Jebetitet. 2)ie S)lfferettttaIgUU 
d^ttttflen in a^ejug auf i^ nnb 7 (efonbertf genommen finb : 

uoritt (i( ^noftioit f t (({l<rf(it« ({(f(l6( ifl tint bi( Differential' 
coefflcienten ^/ j- «M Jefannte gunftionen »on x nnb y {U i<^ 
trauten finb. 3)nr(^ Elimination Derrd&tt)in(et Pt nnb man er^SIt: 

dt dt 

eine OUi^nng/ bie aniltüdtf Ui z eine ^nnftion tron t ift^ z=Pt/ 
toelc^e Sorm biefe ^nnftion f ancfi l^aUn mag. 

»eifpiele: 1. z=:f(x2+y2) g^t: 
p=f/(x2+y2)X2x, q=f'(x«+y2)x2y ; »oran« py— qx=o. 

3)ie (entere sreic^nng bleih nnoerSnbert/ auf toelc^e 9(rt anc^ 
xHj^ in tem Stnibrncfe ^on z i^orfommen mag. 6ie paft für: 

z=:(x2+y2)8, z=r(x2+y2), 
z=log(x«+y8),z=^t|^^ tt. f. ». 

i^ierant ge^t t^ervot/ bag jebe ^unftion von x^+y^ nur ein befon^- 
berer gatt ber pattieBen ©ifferentialgleic^nng py— qx=o fein mni. 

2. z=fCax+by) «efert p=P(ax+by).a, q=P(ax+byD.b. 

i^Utani entfpringt burc^ etimination ^on f'(ax+by) bie partielle 
JDifferentialgleicIittng: bp— aq=o. 

3. ^ni y-bz=f(x— az) entflebt bnrc^ Differentiation: 
-bp=(i— «p)xf' uttb i-bq=— aqxf'. &minitt man hierauf f'/ 
fo erl^ält mm bie partielle Differentialgleichung: ap+bq=i. 

*• 5är ^ =f (^^ ftttbet man bie partieOe ©ifferential- 

iUi^UH'' z— c=p(x— a)+q(y— b). 

Sir mtUü in Ut $olg( Beledenheit ^a(en/ itt meiden/ »«n 
tvele^er Sie^tiflfeii (ie (ier «orgetradene £ei^re ift; «or Ut $Anb 
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tttüflcn toit un« mit ber 93emerrittig (edttfigctt/ bag mmittelfl bct 
Ivti S>{ferctstialgleic6ttii8cn bcr ttoettcn Ordnung jmei miafSrncfie 
SttDftiotKn ft/ 9t/ toentt folcfee iti bcr vorgeUgten ®Ui(^utig von 
fommeit/ ettminirt tocrben föttncn. 



Slnwen^ttttg (er S)ifferentia(re(l&nttnd. 



S)<r 9)taclaiiriti'f(^e 6a9 unb Sagrange'« Um(e(rtttig0«> 

fortnel. 

§. 55« SRad^en mir in ber !i;a9lor'fc6en 9tei(e x=0/ ttnb (C'> 
jcic^rieri wir mit f, P, f'^ . . . bie bicfcr StnnaNe entfprccöenberi 
SBert^e Ux ^^v^nUi^tan fx/ f'x, f^'x ♦ ♦ ♦ ; f o Jaben »ir: 

mldit formet nur fo lange ^nltigfeit UWif m feine ber ^nnf" 
tfonen fx, f^x . . . für x = o uttenbticlf wirb. ®ir fünnen barin x 
ftatt h fc^reibcn/ weit bie ®ri>$cn f/ F/ f'^ . . . / bie fein h entiial«' 
ten/ babnrc^ nicfit geSnbert werben. Sir befommen bann für bie 
(Sntw{((Ittng 7=fx fotgenbe nac^ ben ^otenjen uxk x fortlanfenbe 
bleibe; 

welche unter bent Stamen ber aSacUnrin'fc^en formet befannt 
ifl/ obfcbon fie bereit« frnber nn 6ttrling gefnnben worben fein 
foO* 6ie bietet ein febr uortbeilbafted 9Rittel jnr entwicftong ber 
verfc^iebenen ^unftionen in bleiben bar. 

35 ei f Diele: i. y=(a+x)~ gi6t 

y/=:m(a+x)~-"/ y''=in(in— l)(a+x)«-» ♦ . . : Wpra«<: 
f=a»/ f^=ma«-»/ F'=m(m— l)a«-* . ♦ ♦ 

5* 



■ ■ 
i>UxM(i erhalten »ir Sletotond 9$inomia(f0met toicbet/ «Jittilic^; 

2. gför y=iog(i+x) (at man y-i^y'--(i^* • • 

etit mm in liefen 9(tt^brfi((en x=:0/ fo befommt man mittelfl 
M SRacIanrinTc^en 6a(ed: 

3. 5fit Me afnnftipn y=siiix tfl y'=C08x, y'^=— sim , , , ; 

foIflHd^ na((i lern aRaelanrinTcl&en 6a$e: 

4, 3(J y=arc(tang=:x) flegefiett; fo fiat man; 

M n m er f nn g. 6o wie (iet bie !i;a9(or'f(^e Formel inr (5ntwict'> 
tnng 9on ^nnfttonen einer SBarta^etn in Steigen ttMit toutUf 
e(enfo fann Ut erweiterte Sa^IorTd^e ^ormei Q. 3i) fiir 
Sfnnftipnen i^on jmei 93aria6e[n jur enmidium Ut gleid^en 
Sfnnftipnen in 9tei^en angewandt werten. 9Rac^t man nSmlic^ in 
ter eitirten formet fowo^I in %er ^nnftion z=r(x/y)/ M onc^ in 
i^ren fSmmtlic^enpartieaen ^iferentialcoefficienten x=0/ u. y=o 
f^reiftt ferner x flatt h nnb 7 ftatt k; fo er^SIt man foU 
genlc/ nac^ len 9^otenaen ^on x nnl 7 georbnete 9nu 
toidlnnn 

Ä=fCx, y)=f+xf/+yf,+ -jL(x2f// + 2xyf/+y2f,,) 
"*■ 7^ (»^f'''-h3x2jf//4.3xy«f'/,H-yV,,,)+ «; 

mo bie oten üe^enben Siecente W iDiferentiattonen in Sbtm 
auf Xf bie nnten angefc^rie6enen hingegen %ie S)if erentiationen 
in Seiug anf y anbenten. 3nr Srlünternng biene folgenbetf 
»elfpier* gRan foO z=aM(i+y) in eine nac^ x nnb y 



geordnete Steige tnmidtin. SDlan findet für x=o unb j=o 
lie gftttirtioti mh i^re 3){fcretttia(co<fficictiUit ber Steige ttac^ 
=0/ 0/ 1/ la, —1/ 0/ Fa tt. f. »,; mithin 

ax«l(l+y)=y+la»xy — |y2+ ^^^ 

§. 56. SEßenn eine bcr ®r9$en f/ f^ f^^ . . mttenbHc^ »erbeti 
faOtC/ fo ift bie aRadaurinTc^e formet nicfit ttte^r htMdHt/ weil 
bann He in $rage fle^enbe ^unftion nic^t nac^ ganten nnb pofiti^eii 
Votenten Ux 93er$nber({c^en fmidfttiitn Utm. 3» folc^en %iüm 
mni man bann bie (Snmicttnng anf bie getoi>^(ic|K Sßeife ben^erC* 
üeOigen/ ober oorerft tint püfenbe 3;ran0formation oorne^men/ 
n)elt{ie bie ^Inmenbung ber SavIorTc^en Formel geftatter. ^ie 9(n<» 
na^mc »on y=xJ^z ßiftt öfter« junt 3trt^ infofern man bie Con*» 
flante h bergeflalt tu (effimmen oermag/ bag für x=o fic^ feine 
ber $nnftionen z/ z^/ z^^ , . . ald unenbttc^ ^eraui^eOt. 

6o (ann biefe 9teifie fär j=cotx nic^t blog nac^ poiitioen $o# 
tenten von x fortfc^reiten/ toeil coto=oo. SBir mad^eo ba^cr 

y=-|-=cotx; woran«: 

xcosx ^ i — Jx^+^x* 



sinx 



.oberz_^_j^2^^^, ,_^ 



wenn man für sinx nnb cos x i^re gleic^geltenben Steigen iu i^ülft 
nimmt« 3>ie fneccfftoen iDerioirten ber Munition z (äffen ftc^ leicht 
fnben/ biefelben »erben für x^o nic^t unenbtic^* 9Ran er^Slt 

f=i/ P=o, f^'=— }/ f'''=o . . . ; woran«:. 



z , X X» 2x5 

= coi x=:x"^^^ — :r — 



X — •-"' *— ^ 3 "" 3^.5 ~ 3».5.7 38.53.7 • • * 

S>iefe Serfal^riing«meife dat ieboc^ ben ^üdn^tiU ba$ fte nid^t 
immer ba« ®efe9 ber 9leil^e gehörig fennen Uffti/ mitmf^l ti (ier 
iur SDibent gebracht roorben, 

§• 57. S)ie 9Rae(anrin'f4e Formel Mit fic^ anc^ auf nnentmi((c(te 
Olei^nngen mit tn^ei SkrSnberlic^en anwenben« ^iir mz'— iz=iii 
}« 9, fnc^ man z^ z^^/ ... nnb fe^t bann überdQ x=iq. 



70 S)e9 SRaclAOtinTc^e eai 

^an ^nUt auf (iefe %ttt 

§. 58. ^M fantt (ie gnaclattrin'fcle ^orttKl fel^ft {tir Sun 
»i(f(ttti9 einer ^ttnftion nadS^ ben faOenben ^otenjen ler SBerSnber^ 
liefen fiebraucben. SRan mac^t }u liefern SSe^ufe x = t-^ fudit 
(hierauf lie rtadS^ Un fleigenben potenten von t fortlaufende Steige/ 
in »e((|ier entließ ^-^üm t ju fc(en ifi/ um bie t^erlanste Sut^ 
»ictlung iu er()alten. giir my^— x»y— mx3 = o j, 85, utad^e man 
x'=t-i / »orau« my^t^— yr=in ; fuc^e je^t lie ©erivtrten y^ y^'*.. 
in Sd<m ^uf t unb fc^e bann überaa t=o. $(af biefe Seife be^ 
lommen totr / na($bem ik für t^ i^ t^^ . . . gefunbenen Berthe in 
bie ÜRacraurin'fdS^e formet/ m t bie 6teae bon x vertritt/ einflefuM 
uttb »ieber \^^ jlatt t aefeftt worben/ fotflenbe SReibe: 

y=m— m*x-3-8m7x-«— 12m^Ox-9+55ini3x-i2 ^ ^ ^ 

§« 69. ^m foa bie gegebene ^nnftion u=ry nad^ ben ^oten«' 
)en einer anbern oerfinberlicben ^rüge x cntmicte(n/ bereu 9(b(^Sn8i0# 
(eit bon y burc^ fotgenbe aOgemeine ®Iei($uns 

y=t4-X.goy (1) 

Dermittett mirb/ tDo g) mieber eine anbere gegebene ^nnftion iu 
)ei(^net/ unb x unb t i^on einanber unabbüngige/ berSnberlidie Prüfen 
ftnb* S3eiei($nen t9ir bie für x=:0 flattfinbenben SBertbe ber S)iffe« 
rentialeoefficienten 

du d^u d'u 

dx' dx2^ dp- • * 

bnrc^ f'/ f'^ f"' . . • / unb ben SBertb ber ^unftion u unter bet 
nmlidfin SBorauife^ung burc^ f ; fo ift nac^ SRacIaurin'« formet: 

et fommt a(fo barauf M/ f, P f^^ « « . burd^ t bartufteOen. 

5)a y für x=o in t übergebt/ fo bat man t)orerjl f=ft. JDiffd^ 
rentiirt man nun bie ®(ei(^ung u=fy in S5e)ug auf x unb t/ fo tu 
HU mmi 



un>b «Adtande*^ Vlmftitundifoxmth 7i 

a^-di -f'y/ dt -dt ^'^ • • • ^^^' 
»oratt« titrd^ (^(imittation t^on f^y entfpringt: 

du dy du dy 

dT'dx dx * dt* 

S)ifcretitiirt man ferner lit (3Ui^mi (0 in S5e}ttfl auf t itnb 
x/ fo fommt: 

dy . , . dy dy , j ^Y . 

an0 weldften ®(etdftttttden/ »etin man 9>^y eliminirt/ fidft ergibt: 

dy dy 

di=^y-dr* 

eet^e man liefen SBerti^ in Ut ^ct^in gefundene 9te(ation: 

du dy du dy - -, ^ 

du du ,^. 

5;^ = 5^.g)y .••(3). 

S>iferentiirtman tiefe ®Ieid^und in ^tm Mf x/ fo aefommt man: 

dx^— dx 

«Bein iit ®röf e q>y ^ ift »egen (2) mit cpyf^y ^ flreic&fre^ 

feentenb ; man (ann fie tafier ati W ^erivirte einer nenen ^nnf^ 
tion t^on y in a^eang anf t anfe^en/ bie burd^ ni (eteic^net fein 
maif fp H9 man ifat : 

duj 

d^n d^ni _, Jx 

dx^ — dtdx^"^' dT* 

S>it ®(ei(|iung (3) Hegt aber ((0$ tie SBoran^fef^nng }nm Ornnte/ 
M u/ in feiner SttfammenfteOnng mit ter Iteration y=t 4- x*g)y/ eine 
afnnftion «on y ift/ o^ne bie gform tiefer $unftion nil^er tu (e# 
Timmen* 



7« 2)er WtatUutin'f^t Caf^ 



S>ie tm&Htt ®Ui(^tini mt fiel mitfiin M^ auf hit %wltion 
Ui anmnUUf ttttt matt Ht fofort; 



^=^y.^;mm 



du ^'' dt 



dx«~ dt ~ dt " 

S^etiradfttet ittatt fcrtter c^^V*^ <^< ^^n ^^f ^ ftdft (e)Ui^cttbeo 

S)ifetrettt{a(co(fftcietttett citter ^utiltiott t^ott y/ bie »it u, (eif<tt tvcOett; 
fo dat tttan: 

duf 

d? =*-dr-7iF- **^^^'- 

d»a , dt^ ,, dx 

dr»=^*"dr=^ 'd^- 

JD<r ©Wd&Mfl (3) fl<m«f l# a5er ^*=«oy^; mitlitt »t- 



I=:d2^ 



9(tt< bcitt unHt&nUtUdKn ®att8< bcr Stedftttttttg txlnUttf baf 
dx» "^ dt»-» • • ♦ v»-' 

tiefer S>iff(r(ntiaU«(ffi(Uiiteii/ »o niiKr terfel^eit S3oratt<f($tios tie 
®Idc(ittttfl(2)iit^=Ft ä((r0((t; fo finUit wir folflcntc/ von So« 
drAti0( {tterfi anfflcfieOte Umfe^runfl^formd: 

fi-=ft+»t.f/t.x+ 'dt »"2" + dt« • 2:3-^"»*' 



unh itH^Attit't nmU^tuniifoxmtU TS 



§. 60. $« m«» Wojj fy=y/ mitlitt aii(^ ft=t, mi ft=i; 
fo 0(Vt unfcrc 9t<i^e in f9ld<n^e ÜNri 

9B{r »oa<ii twn i^i SBor^erge^ente auf (inige fptdtOc 9$(if9i(U 
aiw(ti^<ti. 

1. e« fei Me ®rri(öttii9 y=t+xy» /' «»* e« »<rt< wrtangt/ >«. 
an« a=7» ^ttvd^ X ttnt t au^jutrürfen. aSergUi^t man »{( 0C0(« 
(eiK QM^mi mit itv eumni (i)/ fo M nt«n: 

ft=t«», f/t=mt»»-«/ yt=t»/ 9)t.ft=a»t»+'>-*, 

,» = t- +mrt«+»-» + m . E±|IZ:* ^2im+»»-a + ,(. 

2. 9(11« >«r ©(Cic^nng y=t + x8iny f»tt y hUXt^ x Uüi t 6e# 

iHwmt toetrteti. 

S){< 3iifamm<iijl«aiiti8 lUf<t ®Ui*ii»9 mit Jtner (i) «i^t fy=y/ 
9)y=siiiy. gO{it ^i(f(n erhält man nac^ lier Umfc^rnngeformd: 

y=t+x sin t + — »in 2l + 2^^ (3 sin 3t— sin t) + tt. 

i. 61. m^t man x=i/ fo HtwinUlt ü^ hU ^nmidlnm 
fflr ff mi7=t+n i«? 

<Dlan rann tamit y» an« a-/3y+yy»=o flnt<n. 5)<nn ^ie re$te 
9(e{4nna nnt« W< 5om y=y-H-^y»drtra(^tnnt»ity=t+g>7 
verglid^cn/ liefert; 

t — , (py =-^ ym , f5F=r. Sfor««* : 

- «■/, , n rf°-'y n(n+2m— 1) «*°-'y' 
y — ßßx \}+ i ßm -r- 1.2 /J»» 

nCn+3m-l)(n+3m— 2) a»°>-»y» \ 

"t" 1.2.3 /33"» V 



74 (S((ta»(^ bet S>{ff(r(ntialre(^nttn0 

%nm<ttttni, 3)a t)ie vor^nfgu ©Uic^ting für j» ti^eit fo vUU 
fSirnffif Ali fit Sßurjdn )otö$t/ »(fern mnfi ; fo entfielt ti( 
dtait, mU^tt ^ttxitl lU Wf dmitnt Sntwicfhiofl Miu 
iitt. ZmMit Ht m^imltUn/ ta| iit^tHt txt tkinfttu 
Sßttrxl Ut 96t6<Uittn QM^üm (ntfpr<4i(it mälTC/ t»i( totr 
W<r «tt *<m fp«ieD« »tifplel« «— |3y+/y2=o id^tn woöt«. 
OUSBnrjKdi (iefcr ©Uic^nna fint: 

o^er wenn man Un ^ntittaniitud in eine Steige utmnUU: 

3tt^<m matt (rotf U^ tttiure Scidien nimmt/ fommt: 

n)(lc^<e «Refnttat mit tcm Wt oben gefttntenen Sin^^rncfc «on 
7" 0(n<i0 ü6(r(in|limmt/ menn man tarin n:=i nnt m=2 mac^t. 

l 62, <D)an fann tie £adrattd('f(^( Sformcl mit a^ort^eil {iir 
Umfc^runB Ut fittilftn itmutn. Um ). S». t)i< Steige 

z=y+ayH/J.y»+yy* + W. 

nmtttf<(r(n/ f(^r(i(<n »ir fit mttft fol0(nt(rmaii<n r 

ttnt« liefer ©ejiart mit ter mtmn 7=^+97 »erfltt*e«, 
Mdt wir: 

t=a, 9)y=— y«(a+/?y+yy2 . . ._), fy=:j. 

|>ierna(( jinbet man: 

®(»rAit(^ ler 2)ifferetttiarre(»ntttt0 Jei >er «nftJfniig 
ter 01ei(^«nfl«n nn» tei ter ^erleitnn« fnmmlr» 
(arer Steigen. 

§. 63, SBir woöen m mittetH Ut ©ifFerentiatree^onna einige 
fc^ott Nfonnte Se^rf««e an« itn ®(ei4anfien nae^weifen. 






1. (Si fei 7 ^itit folctfe ^uitrtion 9(^it x/ bafi 

m P tie ttnglcic^en ^aftoren m^u Qt^t man {tt ^ett Sogariti^^ 
tneit fiber ttnb Weretitiirt bann itiUvitM, fo fommt: 

y/=(x_a)«-i(x-b)»-i . . . [inP(x-b) . . , +nP(x-a) . . . ] 

S>er imifdS^en Ut ^nnftion 7 ml il^ttt ^ttMxun 7^ itmtin^ 
fttiaftlic^e Z^üUt mff&it alfo aOe gleit^en ^aftoren von 7/ icbodft 
in (inet um eine Sin^eit niebrigetren Motens / M fie in 7 itlH tnu 
(»alten iinb. 

2* S)ie ^eriHrte t^on 

tter*e il* anf ±r— 1 rebncirt Stnbererfeirt ifi üitt ±K—^ 
jttfltei* bie ^txMttt wn ±xr(— O; foIgH*: 

9limmt man anf ieber 6eite Ut 9or()ers(l^enben ®Ui^nni; atu 
fiatt Ut Sosarit^men Ut entfprec^enlen 3aMen; fo er^Sit man Ut 
im S- ioi ber (ü^ern SKgebra anfgefnnbene ^tUtion toitUt. 

3. fiinb a/ b/ c « . « bie SBnrtern ber ®(ei(^nng 

xm+px«»-i+qx»-^ , , , +u=o, fo ijl: 
xm+px»»-i+qx"-a , , . +a=(x— aX^— b) ♦ • • 

3nbem man jn ben Soflarit^men ÜUtit^t nnb bifferentiirt/ 
entfletit : 

mx"-^ + p(m— l)x°~^ - * • = ^ I —. 

x»+px"»-*+ ♦ , ♦ X— a X — b * 

«nwicfeft man lebe« biefev ©tiebeir bnr* ©it^ifton/ nnb abbirt 
bann biefe Cntwicf Inngen ; fo etfWft man bie jwif^en ben €oefflcien^ 
teo einer mtidnni nnb ben potenten ber SBurjeln berfe»en i<^ 
fltUnU merfwilrbiae Sietation »ieber/ beren Newton jtterfl etw&h 
nnng net^an. (eit^t ViUtt ^lAtita §« 123«) 

4, e« fleae Fx eine rationale nnb uanje gnnftion bon x bar/ 
ferner Jejei*ne k ben erüen ««>emnfl<»ert^ einer ber SBnrjern ber 



"•"a-aLFt \F'ky J" 



76 eebtauc^ ^ev S)iff€vcntia(r(((ituttd 

euidf^nm Fx=0/ ttttt 7 ^en un^cfannten Z^tii/ nm mt^t bie 
Sßunel von ienem 9li^ertin00mert(^ verfc&icbeti ifl* Stau l^at tano 
feie flcfttd^te Sßiir)el i=k+j unb tia<ti bem ICaotot'fd^en 6a<^c; 

F(k+y)=Fk+yF'k+}y«F^'k+K. =0. 

SßSre y fp {{citi/ baf matt tefTett l^i(^<re Voteoien i^crnac^lSfideo 

Fk 

(antt: fo ttHlt man J=—f^f ^^< <' ^tmon'i SRet^obe iur Sdo 

ttdtnuH bet SBurtetn DerUtiflt. SBta matt ielodft fein @Iieb in Ut 
i^otffttiifftnUn entmicftong weslafen/ fo fann man iit Safltranfle'fcfK 
ttttticdtmngtffomel jnr S$<ilimmnnd b<< SBert^e« t^on y itnüt^tn, 

Fk 

9)an ünbet anf biefe 3(rt/ menn Ux ^itütmi Wittf^j^^x. 
ftef<$t »otfbcnt 

z2 F''k 

y=-^-T' F^T 

foldlidft bie gefnc^te Sntiet: 

gut bie ©leidinn« x»— 2x— 5=0 findet man «W erflcn WaJ«^ 
tuHimttJ^ i=2f u 9tnn ift: 

Fk=k»— 2k— 5=0/061; F'k=:3k2— 2=11, 23; F''k=6k=12,6. 
a:.f.uA ^ Ci F"k 12Ö0. 

x=2/ 1—0/00643188—0,00001655=2,09456157. 

§« 64. üBenn man bie 6ttmme <in<r nad^ Un potenten t)on x 
forttonfenben Steige fennt/ fo {äffen fid^ baran« bnrc(> S>if crintiation 
nntSi^ng i^ictc mittt fnmmirftare ^tifun IfttUim. ^orgenbe/ anl 
(inUt'i 9(n(eitnnd jnr 2>iferentialrcci^nnnd entlehnte S$eifp{eU mu 
Un IM itutliii mad^en: 

1. 9Ran Ht iefanntlid^; 

bntfdft mieber^oltel 2>if erentiiren auf Reiben Seiten entfielt : 
1 



(l-x)^ 



=i+2x+3x2+4x»+te.: 



iti itt Knfljfuitd itx (SUi^unun t<. it 



jjl-^ =l + Si+6x2+10x»+ tc. ; 



=l+4x+10x2+ tC. 



2. $i(f( 9R(t(o(e gewinnt no(^ iebenttnb an ttmf«n8/ tvenn 
matt «pr itUimcM^tt S)i1f(i'(nttation mit irgenb einer Snnftion von 
X mititiptieirt. 

SRan ntttftiplieire «orerfi bie Steige 

-^=l + x+x2+x3+ K. 

mit x»/ Wfferentlir« an* ti»iiite *««n *a« ©«njt t«f(^ x»-'. 
9Ratt ütttet anf for^e SBeife: 

"iZIi + (l_!x;2 ='n+(m+l)x+(m+2)x2+ tC. 

3. 2)ie (entere Steige mnltiplieire man mit x» / feiferentüre bann 
»ttt bivibire ba4 ®an}( tnr^ x»-'. ($« entfielt babnrdft folgenbe Steige •' 

_mn_ Cm+n+l} 2x* 

1 — x"^ (1— x)2 ^"»"(l-x)» 
=mn+(m+l)(n+l)x+(m+2)(n+2)x2+te. 

9l{(^t< i^inbert nn«/ anf biefe $(rt »eitetr fortinfabren. 

4. C« fei bie eumme ber Stelle s=ax+bx2+cx»+ te, Jefannt. 
S)itr(f> 9Rn(tip(ieation mit x«/ taranf (ewerfüeOigter S>iferentiat{on 
tittb ^ivifion Ui eaniett mit x»-* entfpriudt: 

mS + x^=<ni+l)ax+(m+2)bx2+(m+3)cx'+ te. (A). 

aSiO man a(fp bie ^nmme folgentiet Steige ünben/ 

S/=aax+(a+a)bx2+(a+2a)cx» «., 

tvek^e «tt< ber {DlnltipHeation bev einzelnen ©lieber ber sese^eneit 
gteil^e s mit ben cinjetnen ©iiebern ber aritbmetiMett Vrpflreffion 
«/ a+^ . . . / entfpringt; f» (ran^t man ((of bie Steige (A) mit 

» Sit mnltivlietren nnb m= -^p-}» machen. ^rbie9efit(^te0ttmme 



S' ergilt fi(f> bann: 



8/=(a— «)8+«x. ^, 



78 nntetfuc^ttitd unit^immttt analpUf^tt Uuntidt. 

IXntttiuätnn^ nnitflimmitt analvtifc^er %niitüdt. 

§. 65« ^an fomme iumiUn auf S3tttdS^ftttiftiotieii/ miau für 
einen imifftn Sßert^ \>on x=a im Sanier iomf^l mte im 9lenncr «^cn 

fdS^»inten/ m{t()in fic^ »nur bcr un^eftimmt fc^einenten d^m^iau 

titutif wUffttni fic/ mcnn S&f^Ut unb 9lenner lutd^ einen gentein^ 
fd^aftUc^en ^aftor IMHtt mtUtif einen ange^Nren 9Bertl^ aeft^en. 
S>ie 2>iferentialrec^nnnfl iiU uni ein (eid^tee mtttl an (ie i^ant/ 
liefen ©ert^/ »efc&er für x=a Wtttt/ ober enMi^» ober nnenbH* ih 
anfinfinben. mt fnbflitniren be^baia x + h flau x in bem Dorflt- 

regten »rn* -^ , »obnrc« berfetbe jt* in 

QThÖM^Ih^Q^M^T^n^ • • • ^*^ mmnbert. 
Vl^dun »ir jef^t x=a/ unter »eld^er Unuimt p nnb 9 oer^ 
fc^winben/ bioibiren ferner oben nnb nnten bnr<tl h unb fe<^en bann 

h=o; fo befommen wir ^, ali flefncftten mfiun Sßerri^ 9on -^ 

für x=a. 2)iefer Bert( wirb Sinn ober untnWä}, it nac^bem unter 
berfclben 93orauSf((nttg P^ ober Q^ oerfc(toinb<t. ^Mtn bie S)eti« 
9irten p^ nnb Q^ mit p nnb Q {nsleid^ weg/ fo mäifen wir S^tiUt 
unb Wenner ber entwicflung (A) burdS^ h^ bioibiren nnb bann h=o 

macjeu/ wonach fi(0K7,aW wahrer SIBerti^ oon~- für x=a Jeranfifleat/ 

n. f* w« \Xm alfo ben wahren 9Bertb eine« SSru(|e$ jn finbeu/ wel($er 

fid^ ffir x=a unter ber unbeüimmten ^orm -^ barbietet/ biffereti^ 

tiire man ieben 2^^l<t unb Stenner berfelben fiir fic^/ fo oft nnb fo 
Unit bintereinanber/ bi^ man tu ^ijferentialeoefüeienten gelaust^ 
welche für ben erwS^nten 9Bertb ber S3ariabeln nic^t beibe oet# 
fctfWinben. S)er iCtnotient ber SBertbe/ tottäft iene S)iferentia(coef^ 
ficienten babei erbalten / gibt ben wabren !ßertb be« borfleUflteti 
Sbtu^ti für ben betrachteten SaQ m. 

§. 66* 9Bir geben ie$t ju 9(nwenbttngen biefer Siegel über. 
1. ©ie aformel ^_^ f welche bie ©nmme ber n erfien ®Ueber 



nnterftt4)uitd unf>t9immtct anaUtifd^ev Un^htüdt* 79 

Ut Äcomctrtfc^en ^rodreffiort iuu^.. a««brilrft/ wirt-^ffitfx=r=l. 

2>ie S>eri9irt(ti (c0 S^^i^ctd tini ^tnntti finb nx«"-! tittt 1/ monacti 
ftc^ ffir x = i Me Sa^l n a(0 sefuclite 6ttmme tniit/ toit ti 
fein mttg. 

2. ©er »afttre SIBerti wn £iz£r^S ^^^ *=^ ^^«*"^^ <** 

erft it«c|^ i»ei S)ffferetttiatlonen; Itnn Ht ttftt tiefe« ^E^^ ' welche« 

9lefti(tatitoc& -~ »irb. 9la(^ (er anleiten iDifetreotiationjittbet man -^« 

Sßegen (etf gemeinfc^aftticlien Sfaftortf (x— c)> waren (ier tn^ei 
S)ifferentiationen nüt^^tg. 

»• i!=2i^^^t^ toirb y für x=a. 9ta« einmalifler JDIf. 

ferentiation Ui SWtti tinb 9lenner0 ftnbee man/ bafi ttttr Ut erfie 
noc^ für x=a verfct^minbet; ber mi)n 9Bert( ler gefle^enen ^unf^ 
tion ifi folfllic^ flUidi 9lua. iStf fömmt lie« iMon ^tt/ (af ber 
38Wer ben Jaftor (x— a)2 nnb ber SHenner ben Jaftor (x— a) ^at. 

4. 9(n« einem JibnlidS^en ®rnnbe ünbet man bie SnntHon: 

a^-2a4y2al»-x4 ««<"Wi* ffir x=a, 

5. ©ie tranieenbente Jnnftion '^'~ »etcje fär x=o ble 
garm -^ erWft/ jlnbet man glei* i (^y 

6. ©ie ^nnftlon i;z^i^i±££!^ „>{rt -J / »enn x=9oo. gwit. 

" 8inx + cosx — 1 

telü nnferer Stegel ünbet man ibren n^ai^ren 9Bert^ iUidt u 

1. . r(2a>x-x^)-ay^(a2x) ^.^^ ^jj^ ^^^ ^^^ ^^^ gj^^^j 

8. ~?=g^^, «fmmt fttr 1=1 Me Soirm -J a». SKaii flutet, 



80 ttittcrfud^ung unht^immtit AttAlotifc^ev Uuihtüäu 

MdfUm SWtt ttnt Stenncr ^tfetrentiirt mtUU; — i al« gefttd»«^ 
ten Sßm(. 

§. 67. 2)ie i^ier art8ede(cite SRet^e fü^rt }it feittem ^tfuU 
mtf mnn Ut SaQlor'fdfte 6a( itt ten ttoc^ (ei{tt(e^altctibeti (RUt^ 
Utn nniunäfbüt i^itin Umftanb/ (er ftc^ itiod) ball )tt etfettoeo 
fli^/ weil einer feer in S3etrad^t (^ejogenen ^ifferentialcoefitcienten 
fär Un partifulSren SEßert^ von x mtnili^ wirb. 3m 9orlie0en# 
ten $aae oerfS^rt man bann wie folgt: 

Stan fn^ftitttire a+h flatt x in tie S$ru(^fnnftioo -^ ml tnu 

vsidU (ieranf fomo^I p aii Q nat^ anffteigenben potenten 9on h/ 
wo man gewü^ntid^ fc^on tei ten etilen ®(ietern ter Sntwicf^nng 
üe^en hUiUn fanm tatnrdft i^erwantelt fic^ 

WO e« nid^e metr erforterlicl ift/ M tie (Deponenten m, m', n/ n^«« 
imt 3at(en fint. 3fn tem le^tern 9(tt0trncfe/ tefen 3<i6K<t ttnb 
9tenner einen flemeinfc^aftlidS^en ^aftor h ^aten/ ftnt tie trei SSac 
iD>n/ m=n unt m<n )tt nnterfctfeiten* 

3m erflen $aae ISfit fid^ nnfer S3rtt(( in; 

im »weiten in . . . B+B^h°^-^+te.* ^ 

im tritten in . • . Bh»^ +T^h°^^ te! terwanteln. • 

Stadien wir nun in tiefen trei %Um h:=o, nm ten wahren 
P 
®ert( ton -^ tn tefommen/ ter x=:a entfpridftt; fo finteo wir im 

erflen ^aOe ta< 9lefnltat StnO/ im {weiten -^ / im tritten nnentlid^» 

3fn ten trei %Utn Um miti^in ter wa^re Serti^ ton ten eritett 
eiietern ter teiten Steigen cA, mW tie f ntwicfCnngen te« SS^Ur< 
itnt 9tenner</ nacktem in itnen a+h fiatt x gefegt Worten / tartieten. 

§. 68. ^a< i^ier anfieflctene {ßerfai^ren foO in fo(Benten Sei« 
fpielcn angewantt werten. 



ttnterftt^iind unhtfiimmttt analptifc^er Xu^byflcfc. 8i 

1. (^^-a > »irt-J fä^ *=«• 5)ttr* S)fffere«iir<n »er^ 

Un toit nie )um magren SBert^e gcloitgett/ tt)ei( Ke S)tferent{a(coef.' 
ficientcti be6 S^iiltrd uni 9lenncrd Durc^ biefe StnnaMe mtnlliiti 
grog toerben. Uütin mad^t man x=a+h/ fo ge^t ttnfcr S3rtt(( itt 

(2ah+h > — (2a+h)^fi6er/ »otau« filt h = o ier gcfudite »a^r< 
SBertl^ (3a)» etttfpritigt. 

x/ mic ei W Siegel Dorfc^rei^t/ fo erfifitt matt: 

I I I I _j[ I 1 

(aH-h)ä— a^+h? _ h» + | a » hH- te> „ l+JaJ^Jn+JC. 
(2ah+h2)5 h^ (2a+h)5 C2a+h)i 

»cott mati für Un 2&Wt tie SSinomialformel (enu^t/ ttni o(eii anb 
itttUtt biir* h^ blDibirt* eeftt man ^^ieraiif h=0/ fo ergibt fi* jrh^) 
aM ber gefudS^te SBeni^ ber gegebenen ^nnftton fär x=a. 

3. 3ftt Der afnnftion ^p2'c^r7^c^^^ ^ »^**^ ^^^ 
x=c in-~ übergebt/ fe^t man x = c+h. S)alurcl& befommt man 

^h + hr(c--b)H-te, . ^^^^^0, ^^„„ ^,^^^^ g^^jylg ^.^jp^tjjj „„,^ 
f^li— lh(2c) ä + te. 

bann h =o gefegt morgen / fid^ i a(< wabrer SBertb b^tanifieat. 

*• 5ttt^ ^^~^J^^.t^^ fitt^w man/ wenn man i=a+h fetjt/ 

ttnb bamt/ naclibem möglic^fl rebneirt mtUn ift/ h=oma((t/ 1 aM 
gefttdbten SBertb für 



S. 69. (Si gibt noc^ andere nnbeftimmte Stedbnnngiformen/ mldn 
bitrc^ eine angemeffene asermanbtong fidft anf Die biib^t betrachtete 

®efla(t -^ bringen taffen; wir finb taber nacli bem borbin ®efagten 
itcic^foD« Im 6tanbe/ über ii^re eigentliche SSebentnng tu nrtbeUen. 
IL Ob. 30« eu«. 6 



89 ttnterfuc()]ind ttnbefitmmtev analotifc^er Üuihttidt* 

1. @iti ^robttft P*Q er{>ätt für xz=a ble gorm o«oo, 

P 
Unfer $rotuft <fi mit — flleic^geltcnt/ unter melc^cr letzterer 



eejlalt ti ofetitat fflr x=a lie %om -^ annimmt. %» S3eifpie( 
lUnt W gnnftlon y=(i— x).tg({;ix). 5ttrx = i »Irt bUfcWe 
=o«oo. stßcitt ttcjen tg= — — (at many= , T,^ — v, eine 
Sfnnition/ txren mi)m Bertis nad^ ber fru(^er onflcgctcncn Siegel glddS^ 
— acfnnien »irt. 

p 

2» Zii^Ut ml 9leoner (ine$S3rtt((e$— toabett für x=a tu^ 

tUicf» itnenUic^. Unfetr S5tudf (jigt fic^ aber au(| fcrfienbermafen 
i^ 

fftrelben : -2. , fp baf »Ir <e?t für x=a »leber bte Jorm ^ 

F 

ersten. 

Otan (»D 7= — ^^-^^1 — ^ffirx=a (<fliminen, 9Ran Unket 

SßertJ 7= 
»ie fpigt: 



fSv tiefen SSertl^ t=^> e^xtiit man «(er bie dfgeteneSfttnfttott 



_ a(x2— a«) 



f» (ef0»mt 7 für x=a tie d^tn^f wtaM fid m^ Ut frfl^ern 
9lefle( — 7-A(< >VA(i^<r 9Bert( erflUt. 

SCnmerfitnd. 9R«n (ann Her and^ 3^^((v ttot Stenner ttfe- 
rentiiren/ ol^ite üene Sortnünterans erft »orjane^men. S>enn Ut 



ttttUrfucftuttd uitbeffimmtev anaf^tiTAet ^n^htüilt. n 

J_ — ^^ 

|j p2 Q Q2 p/ 

erftctt SRegrfittforfle für x=a ijt — =— , »ad »it -^ = ^ • 1^ 

pS- 

iUi(bhtUnunl ifl/ ober nac^bem btiU ßtiun Intäf -^ 

P p/ ^ 

mttltlDtiilrt »orbcti/ mit — = -^z wouni bie JRIctitiarelt 

iiitferer Studfage erli^eact. 

3. S>U 3fttnfttott y=P— Q UUmmt füt x=a ble Jörn oo-oo, 
fBtM id^tiibtf mettti 

P=-ttrib Q = - fft: y=_-_ = -.^. 

Jfir x=a »erben P iinb Q unenbU(^/ mit()itt t unb R SHiitt; 
bie gttnftion y (lat ba()er bie 5orm-^/ beren »a^^rer ®ertl^ Jejt 
wie oben befiimmt toirb. 

97Ian foO ben ®ert{> oon y=xtgx — |;ifsecx für x=90® Jeflim-' 
men. gür biefen S©ert^ oon x »irb )=oo— oo; man brlnae btt()er 

y oorerjl auf bie ^om: y = ^''"^J~^^ / »obttrc^ nun y für x=9o« 

bie ®eflatt -^ erbStt. a»an finbet jeut — i aW ben gefnc^ten SKertb 
ber obigen/ unter ber ^orm oo^oo erfi^einenben S)ifereni. 

«nmerfung. ©ie bnrcö p unh Q ^rgefteOten Junftionen 
^on X (Önneu/ faOi fit aigebraifdl^/ rational unb gan} fmb/ 
nur bann unenblic^ »erben / »enn x e0 auc^ ifl. ^ie ^iffe# 
ren) p— 9 fann baber im oorliegenben ^aOe feinen enblidS^en 
©ertb annebmeu/ ti fei Unti/ bag P=9+c »Sre/ »o c eine 
con^ante ®t'69t bebeutet. 

4. 2)ie Junftiott y=PQ jleat flc& für x=a unter einer ber un-' 

be^immten gormen o«/ oo«, i^ bar/ fo bafi fflr x=a »irb: 

p=o unb 9=0/ ober 
p=oounbQ=0/ ober 
p=i unb Q=oo, 



84 fSt^immuni htx dtHtett unh fleinffeti 

®e(<n toit SU Un Sogarit^men übtt^ fo fommt : 
ip IP 

o^er eo annimmt/ fo iil nid^ttf meiur nSttiig/ a(0 ^cn 9Bert|i von 
^^ nac^ ter eriDicfenen Sieget }» fndften* ^er (efontere SSert(^ von 

y =pQ, »etc&et fSr x=a fic^ unter einer »on fcen gormen o^/ oo^, i^ 
darbietet/ flimmt lemnacti mit Um entfpredS^enten SBertl^ ^er fStvo^ 

nentiargrSöe ^~q^^ flberetn, SWan fo« ben SIBertMon y=(ax2+bx)» 

für x=:0 aeflimmem ^an ünbet i a» gefndS^ten ^tttff. 



Seflimmttng ber grMten uni fleinjien SBert^e ber 

Sfnnftionen* 

$. 70. 9Benn eine ^unftion 7=rx/ wü^renb lie i^r )um ®runt)e 
liegende DerfinberlidS^e ®rü^e x verfd^iebene fnceefüoe SBertt^e itl^&U, 
Mi bem 3nftanbe betf SSad^fentf in jenen bei 9(6ne^mentf übergel^t; 
fo l^eiit ber SEBertb/ toeld^en biefe ^nnftion bei bem Uebergange »on 
ber Snnabme tnr %hm1»mt annimmt/ ein QR a s i m n m ober ®x'6itti. 
0ebt hingegen bie Munition and bem Suflanbe bei SCbnebmend in 
ienenbe^asac^fendiiber/ fo lieigt ber SSert^/ toelc^er biefem Ueber.* 
gange entfpriciit/ ein 9Rinimnm ober ^leinfletf. 2)ie i^nnftion 
7=fx mirb alfo ftir einen beflimmten 9Bert( 9on x=a ein SRacimniti 
ober aninimnm/ mnn für biefen 9Bert(^ bie unmittelbar oorangebenbett 
itttb unmittelbar nac^folgenben S03ertbe i^on y im erflen ^aOe )u gleicher 
Seit ((einer/ unb im jn^eiten Satte gleichseitig grüner a($ fa andfaOen. 
jlur)/ bamit fa ein SRagimnm ober aitinimum fei/ möffen f(a+h) unb 
f(a— h) beibe tugleicti < fa ober beibe jugleic^ > fa »erben/ »ie 
lUin man h auc^ oefimen mag. 

Stnn baben mir aber: 

f(a±h)=fa±hf'a + ^ f''a+ U,/ 

in welchen (Sntmicdungen jleberseit fa binreidS^enb tUin genommen wer^ 
ben fanu/ \>Ci9 Ui &Uti hf^a bie Summe aOer nacbfolgenben bliebet 



Vitttit btt SfttttftiQtten« B5 

ühttiUiit f monac^ Ui ^tiditn biefe« triebe« mit ietiem ber Gitmme 
bcr ganjeti Steige/ von i^m fel6ji att 8C)S^It/ jitfammcntirifft. 

e« ijl ^iernacft f(a±h)=fa±aii/ »oraud l^crt)orfl<6t/ bag & «itr 
bann ein ^xHxti ober ^(ctntlcd »erben fann/ menn Pa=o ifl« 

SBiO man bal^er U\ einer ))orge(e0ten ?unf tion y=rx nnterfnc^en/ 
0» nnb für welche SBert^e un x ^t ein iStHtti ober ^SUinüed turafTe; 
fo mnfi man j^=r^i=o fe^en unb barand x (cflimmen. S)ie fo(4er# 
geflaU gefiinbenen SBertl^e bnrc^ a barfleOenb/ ffabtn wir bann: 

fta±t)=fa+4h2f//a±{h»F^'a+ IC 

i^ierautf entfprinflt/ »enn h j^inlSn^Iic^ Hein genommen n^irb/ 
bamit ih^P^a bie 6nmme aOer nac^folgenben @Ueber ii^ertrift: 

f(a±h) — fa=tth2, 

b. Ift. ein pofitioe« ober negative« SRefnltat/ jle nac^bem «/ ma« fe(6ft 
»ieber t>on f^^a a^^^ingt/ pofitiv ober negativ mirb« (Si ifl ba^er fa 
im er#en S^Qe ein aRinimnm nnb im ttoeiten tin 3RaKimnm» 

Coate aJer anc^ i^^a=o »erben/ fo würbe: 

f(a+h)=fa+ih8f'^^a + Äh*P^± tC, 

fein/ wo in 9$e)ng anf ben britten 3)iferentia(eoeffieienten/ wegen 
ber 93erfc^iebeni^eit ber Seichen/ genan bad gilt/ mi vom erflen 
S)iferentialeoef^eienten gefagt worben. S)ie S^nftion 7 wirb mithin 
ffir x=a Weber ein @rü$ted noc^ XMnftti, wenn nic^tju gleicher Seit 
anc^ f'^'a=o ijl, trifft bie» aber ein, fo ijl y ein 9Bagimnm ober aBaji^ 
mnm/ jle nac^bem P^a negativ ober pofttiv mif&üt. Um alfo }n nnterfu«* 
(den/ ob bie ^nnftion y— fx für irgenb einen ®ert^ von x ein SRini«- 
mnm ober 9)}intmnm wirb/ fe(e man ben erften S)ifferentia(eoeffi(ien<* 
ten y^=Fx=0/ nnb bejlimme Mi biefer 93ebingnngtfgleicdttng bie 
SBerti^e von x. i^ieranf fnbflitnire man jeben biefer SBert^e jlatt 
X in bie folgenben 3)iferentia(eoeffteienten ('% P^^x . , . f tli man 
anf einen fommt / ber babet nicfit verfc^winbet. %üt itnt Berthe 
von x/ ffir welche berferbe negativ anifSOt / wirb y tin SKatimnm/ 
nnb für jene Berthe; für mld)t er pojitiv ijl/ ein SRinimnm. 
ttebrigen» mng biefer erjle nic^t 9lna werbenbe S)iferentiaIeoeffieient 
bnrc^antf von geraber Orbnnng fein/ wibrigenfaO» ber in $rage 
ftclftenbe Sßerti» wtber ein SRastmnm noc^ 9Rinimnm ber vorgelegten 
Snnftion barbietet. 



9(nmerfung. %ni Um ®efagrctt ergibt i\(b von UM, U$ 
bie ^ttnftioti mc(»rere üJlai^tma ober 9Rinima ober m^ Uiit 
iuikid) beft^en fönne. 6inb tiefe relattoen Waiima nni 
ajiintma tcr ^unfnon befantttr fo fantt man leicht aui beu«* 
felbcn Hi abfolute aRd^imum ober anintmum audfc^eiben. 

$. 71. 9Bir tooffeti jie^t unfere vorflel^ettbe Stegel auf berfc^i^ 
bene 93eifpielc anmenben. 

1. e« fei y=r2px. 2)a y'=iFf^ «'** ^«0 werben tann, 
fo (at bie Sunftion 7^2px meber ein 9RaEintnm noc^ ein SRinimitni. 

2. gör y=b— (x— a)2 j^at man y'=-2(x— a)=o; tt)oran< 
x=a, y''=-2. 5)ie ^unftion wirb folglich für x=:a etn SDlaeimum/ 
unb jwar iil biefer griigte SBerti» =b/ -welcher ftc^ übrigen« ^ier von 
Dornl^erein jn erfennen gibt. 

dagegen erhält bie gnnftion y=b+(x~a)2 für x=:a ein ®lt^ 
nimnm* 

Ueberibanpt entfprictit in ber ffnnftion y^=x(x— a)° für ein nn- 
gerabed n bem SBerti^e x=a ein @rö6tetf ober XMn\Ui, ie nacfibem 
X baburcf^ negatio ober pofuio wirb* 

3. anan foa bie ®t'6i< a in {wei foI($e ITbeile jerlegen/ baS bat 
<ßrobuft ber mten $oteni Ui erflen Sbeild multiplicirt/ mit ber nten 
$oten) Ui jwetten bad grSgte nnter aQen &f)nli(t)tn $robnften werbe. 
HStan t)ai/ wenn ber eine Zf)iil mit x nnb batf erwSl^nte $robnft mit 
y beseictinct wirb: 

y =x"(a— x)° . ig)ieran« 

y/ =3^m-i(a— x)"--i [ma— x(in+n)] ; 
y//_j^m-a(a_x)^-a[m(m— i)(a— x)2_2mnx(a— x)+n(n— l)x2]. 

S)ie erfie S)erioirte gleid^ 9lua gefegt/ gibt: 

•. roa 

x=o, x=a nnb ^=—ri. 

in-|-n 

S)er le^te biefer Sertde cntfpric^t einem anagirnnm/ we(4e« ijl: 

(a \n»+n 
— i— ) ; bie beiben anbern geben SRinima/ wenn m ttnD 
m+ny 

n gerabe itnb* 



SBiO man eine 3<)&I » in folc^e }wei 3;^ei(e {erlegen/ ba§ Hi 
$tob»ft berfe(6en ein @rö8te$ met^e; fo mng man bie gegebene 3aff( 
l^atMren: ti ifl nSmlidi^ in biefem ^alle in=n=i» 

4. giir weisen S©ertl^ ^t>n x ifl 7=^^^ ein 9)?ajimum? Sirb 
▼'=y^-^gle{* 9lttO gefeftt/ fo ergibt M für x=e ein grögter 
Sert^/ IDO e bie 93ap ber Stepper'fc^en Sogarit^men beteic^net. 

5. Unter aOen 93r{ic^en benjenigen )tt finben/ ber feine mte 
$oten) am meiflen übertreffe. 

Cteßt man blefen SBruc^ bnrd^ x bat/ fo tft y=x— x», 9(tt< 

ber {Beblngnng«gleld&ttng y^=i— mx°»-i=o folgt x="]r — . 

6. anan foa bie 6upplementarfebnen einer C^aipfe angeben/ 
meiere bie grögten 9Binfe( unter einanber bilben. aSejeic^net man 
mit a nnb b bie halben Steffen/ ferner mit « bie ilangente Ui 
SBinttlif welchen eine biefer 6e(nen mit ber 9(c<^fe ber x mac^t; 

fo fleUt ^(^^Zb^) ^'^ JEangente be« SBinfeW nnferer Cupplementar*» 

fel^nen bar, (6iebe $, 94 ber analptifd^en Geometrie ber ebene), 

e« ^anbelt ftc^ Jept barum/ bcn eonflamen ©ioifor a*— b2 bei 

b2 

©eite gefegt/ roa« ^ier gemattet ijl/ bie gnnftion y=a2a+ — bnrcö 

ein paffenbed a in einem aRastmum jn machen. S)ie i&ebingongtf^ 
g(eid(inng : 

y^=a2-^=o liefert «=+-f. 

3>{e fraglichen eupplementarfebtiett ge^en biird^ einen (Snbpnnft 
ber Keinen Steife; ibre burct^ ben SRittelpunft ber eutpfe gelegten 
VaraOelen geben bie eonjngirten S)iameter/ bie ben grügtmöglicfien 
aSinfel mit einanber bilben« 

7« Unter aOen 3)reiecfen/ meiere auf ber 93aft« von einem ge^ 
flebenen Umfang 2p eonflruirt »erben fönneu/ badjenige ju ftnbeu/ 
»elc^etf ben größten Sl^c^tninbalt bat. fti iji/ menn ber Snbalt 
be« ^ttUdi mit 7 unb eine ber unbefannten Seiten mit x be)eicfiuet 
wirb : 

y2=p(p«a)(p— x)(a+x— p). 



Um y^ }tt einem mtitnum |tt mac^eti/ gel^eti mir ^otttft {tt 
Un Zo^atitffmcn üitt, mtauf biferentiirt mirt Sfit« ber ^ebitu 

flttttfl«fllei(ftun8 entile^t bann i=p— -|-: H^ gefnclfte JDrcterf iflfolg^ 

Hell d(e{c^f(^enf(i9« 

Ue6erlE^attpt ^at nntet aQen ^Jolvgoncn 900 einerlei Umfang onb 
einerlei 6eiten)a(^( badjenifie ben größten ?({ic(ienin6alt/ befen Seiten 
einander iU\(b iini. iSi fei ABCDE (Sig. 2) ein iot<bti grüßte» 
$o(i)gon. S£re nun nid^t ab=bC/ fo »erbe ba> gteicf^fcfiennigc 
3)reie(( AiC conftruirt/ ba« mit bem S)reiecf ABC gleid^en Umfang 
Ufi^u «Wbann AAiOAABC, mtm^ aicde>abcde, mi 
ber 93oraudfc(ttng toiberfpricfit. 

8. Unter aOen JDreiecfen/ mt^t üUt ber 85afl« Ap=a (Jig* 3) 
bem Greife/ beffcn Stabint OF=r iü/ nmgefc^rieben merben fönnen^ 
badjenige }n finben T meldl^er bie Heinfie Sf(Scf^c befi^t. (S< fei 
AF = AD=x/ mitbin CF = CE=a — x, SBejeid^net man ben 
Umfang befl 5)reiecf« mit 2p, feine 5lS<6^ mit y ; fo ifl BE=BD=p-a^ 
ferner nac^ ber befannten Formel für ben ^iSc^enin^alt : 

y'=pxCp— a)(a— x)/ 

ober/ menn man ermSgt/ ba§ j=:pr ifl/ 

yr2=xCy — ar)(a — x). 

5)ie 9Jebingttng«gUi($nttg y'=o liefert nn« x=ia ; moran« folgte 
baf F bie SRitte oon AC ifl unb bie beiben anbern Seiten g(eic(i fmb* 

9. Sfn einem parabo(ifc6en Segmente^ mldfti intd) tint auf bie 
9(((fe AB normalen 6ebne cd (^ig. 4) abgefc^nitten ifi/ Ui SRecibtecf 
in finben / beffen Umfang ein aRagimum ifi. 6e(^t man bie Stbfciffe 
AB=x/ bie bajngebörige Orbinate BD=b, ferner ap=x nnb PM=y; 

fo ifi y2=— X. gür ben Umfang z be« SRecliterf« erbSIt man 

a 

z=4y+2(a— x), ober 



z=4y+2a— T-2-y2. 



2»_ 

9(tt« z'=0 folit y=Y-. JD« z"=— -p, 

Ij2 

fo {# t« Uitifa»g für y=x= — (in aRaeimom. 



Vitttit itt 9unft<otte». ** 



10. Unter aütn tredS^twindtgen ^auMtjfiptitn ; Die (ittem ge« 
m^ittit» mütUi a' iM(it ün> tinti tic SittU b }ttr jeattte ^a^eti/ 
batfienide ju fintxn / nxld^cd bU fUinjle ObtvjISc^e Nt. (S« feien x 
ttnl) z tte (eiben anbern Tanten/ mithin bxzrra»; wonad^ h, x ttnb 

^»ie SDimenftonen Ui ^mMtpiptii linb. $fir tie £)i<tfl&<ift y 

ox 

be« $avaaele)>ipe^< entfielt tann: 

y=-+2bx+— . 

«n« y'=o fotgt x=z=r ^. 

9fm 3faO He Einle b nlt^t gegeben »fi«/ Unt/ wenn eine t)tt 
Itti Simtn mit x iati^Mt v>M, ibie »ei^en antern Jtanten iete 

y=|!+4ra»x. 

JDie »eDlng«ng«glei<^ttng y'=o giJt x=a; t. ^. Ut ffiflrfel 
^at tie »einüe giSc^e. 

11. gär Die gunftion 7=j^ «Wtt wan:l 

%ui Ut »etittgttttgögleit^nng y'=o entfrringt x= ±i. JDer 
l»eite ©ifferentialeoeffictettt f wirb für x=i negativ «nD fäir x=-i 
yojiti»; mithin ift im erjlen gaO y=4 ein SWasimnm/ «ni im jwei- 
uny=—i ein OTinimnm ole« »ielme^r ein neg«tiw« SJlagimnm/ 
inbem nnferet MeNteinfunft gemäß diejenigen ©rögen «W «einer 
anittfe^en finD/ wel*e me^r n«* bem negativen ttnenbtic^en ^in i» 
Hegen. 

g x'+2x +2x*+l 

12. gut y = x*lx2+l *** "•*" ^'"^ (X»-X^+l)2 ' 

,, 2x»— 6xT — 18x»+20x» 
y = (x»-x2+l)» * 

9(tt0 y'=o folgt Die ®let(^nng x«-2x*-2x 2+1=0, an« welcher 
fid^ He reeacn ^ert^e: 

_ i + r5 ^_ i-rg ^_ l±2:«;x — ^-O 

x= 2~' *-"~2 ' *- 2 ' 2 



90 SBeffimmung htt ^xüittn un'b ftcinttn 

tmitn, $>U biiUn erftcn ©ert^e liefcrri für y \>ai Tlatimtm =1 
uni bie UiUn anUxn Hi üRinimum =—i. 

9(nmcrf»tt8. 93ei idtodxntn ^unftioneti/ »o ber )tD(tte S)if' 

ferentiiarcoefftctent meiftcn« fc^on tmai )ufammen9efc$t aui^ 

fäat/ fantt man (xd) bie mit bUfcm Sorfftcicntett miUfttU 

Unit Unterfuc()ung auf folgcnbc SBeife crUic^tern. Qi fei 

P 
tiSmn* bie flesetene ^Mtiftton y= q"^ wo p ttnb Q gtinN 

tionen i)ott x (ejeic^nen. 

S>urd^ S)iferentiatton entfielt •* 
QF--P^ _ Q(QP//^PQ/0^2Q^(QP/-^P Q0 

welche (entere/ mit 93eruc(ft((tifltittd bcr SJebinflungigteic^tiitfl 

y/=o in 7"=^^^^^^^^ ttberflcjit^ 4>i^ttta* 

(fittgt bic SSetlimmung betf Sei^etiö für bie in Siebe flel^enbeti 
©ertjie }^on x t)on jener weit einfachem ©rüge QP'^— PQ" a>- 

$. 72. ®ic man bei noc^ nnentwicfeUen ©(eic^ungen tu uu 
fahren M/ wirb ficff fofort auj fotgenben 93eifpielen ergeben: 

U e« fei y2~2mxy + x«=a2. ^Blati Htl 

jKy — nax)=my — x, y''(7 — mx)=2my' — y^'^ — 1 . 

6e$t man y'=0/ fo Ijl my— x=o. JBerbinbet man biefe te^tere 
(BliidfUH mit ber urfpriinglic^ gegebenen/ fo finbet man: 

+ ma +a 

Oiefe 9Bertbe in bad jweite S)ifereotial ber gegebenen @(ei(^ung 
eingeführt/ liefern y^'=;pni~32- 8»it(>ln ifl bon ben oben für 
7 gefunbenen iBertl^en ber eine ein @rö6te«/ ber anbere ein .Rteioi^e«. 

2. 3)ie ©leic^ung x«+y»— 3axy=o gibt: 

y/(y2_ax)=ay— x2/ y^^(y'^ — ax)=2(ay^ — x — yy'^). 

«utf y/=:o entfpringt ay— x2=0/ woran« für x^a^s baJSWaji^ 
mum y=ay"4 folgt. 



Vitxtit htt ffunftiotteit* 9i 

§. 73. 6itib ^te entwirflungen »on f(a+.h) In benjeniöcn ©He- 
bern/ }tt beneti man feine 3uf)uc^t }n nehmen Nt/ nm iie @Eif}en} 
bef 9Ra(imum'd ober SRtntmum'd su erfrnnen/ un6rauc(^6ar; fo mnf 
man jene (Sntwldlnmtn auf anberm SBege (etDcrfflcOisen nnb fe^en/ 
0» fie in ber S()at 6eibe ^(eic^ieitig grö§er ober Heiner altf fa ftnb. 

1, gär y=b+(x— a)3 ^at man y'=}(x— a;l,y'/=y(x— a)"i, 
9(utf y'=o fofgt x = a/ woburct^ y'^ uncnblic^ tt)irb; bie Sa«- 

lor'fcde Formel ifi bal^cr nicbt me^r (raud^bar. S)a man auf ge*- 

»8finri*em SSege f(a +_h)=b±h3 ^nbet/ fo ^at bie ^nnftion weber 
ein ®röite« noc^ ein ^(einjled. 

2. pr}=b+Cx— a)3 jtnba man f(a+h)=b+h3=f(a-h),S)em 
Sert^e z=a entfpric^t fo(gIid[^ bad SRinirnnm Y=b. S)ie @(ei(finng 

y=b— (x— a)3 liefert hingegen tin analoge« SKaRimum. 

Stnmerfnng* 9}etrac(it<^n toit bie entmicf(ung t^on f(a+h) 
in ii^rer aOgemeinften ®efla(t / nSmftc^: 

mo bie egponenten gan} ober ge6ro(f^en ftnb / aQein/ vom Uein« 
ften an nac^ il^rer @t'iU fortfcbreiten. $ierau0 ergibt ft(( fofort 
für bie entwicflung ^on iXa—h), menn man barin h mit — H 
vertaufcfit/ bie ?t<ibe: 

5nr bie ttnterfdS^iebe itoifdftn y, Y nnb Yi |iat man bater: 

Y— y=Ah'^ + Bh^ + tt.f 
Yi-y=A(-h)« + BC-h/ + U. 

aselbe SRefultate mmn negatit)/ mm j ein aJlajimnm/ 
nnb pofitio fein/ menn ti ein SRinimnm merben foO/ toie 

Hein man ancf^ h nehmen mag: Ah^ nnbA(-h)" mäffen ba*. 
(er einerlei SBorjeidl^en l^aben/ t»ai/ tvegen ber ttnverSnbertid^« 
feit t^on A/ nnr bann ftattfinben fann/ faO« cc eine gerabe 
Sa^l ober ein fotc^er 95ruct ift/ ber einen geraben S^tl^i^ t<it- 

$. 74. Um bie (ei einer gunftion von )»ei S3erjinberli(9en 
#attfinbenben SRaeima nnb 9Rinima m ttfUmmtn, befolgen mir eine 



92 Sefiimmiittd btx d^öfiteti unir fUinttn 

Ut im §. 70 i^otlommtnUn analoge 6clEi(u6toeife. (Si fd nfimlic^ 
z=:r(x/ j) eine Snnftion Ur btiitn von einanbet itoabf^ängigcn ^tt^ 
än^ertic^en ®v'im x/ y. 9}ertaufc()en mir barin x ttnb y mit x+h 
nnb y+ii/ inbem wir nac^ Un fieigenben ^otenjen t)on h tinb k 
naclf ber im §« 5i gesebenen 9}orfc^rift enrtDicteln; fo ^a^en wir/ 
wenn ii = «h gefegt nnb ber Äürje N6er f(x+h, y + ii) bur* z 
beteid^net wirb: 

S)amit nun z ein snagimitm ober SJlinimum werbe/ mu^ ber 
Soefficient oon b^ tok tUin man audf h unb it ne^en mogr abge«- 
fe^en 9on a/ verfc^winben/ mai nni bie beiben 93ebingttttgtfd(ei# 
dinngen 

dz dz 

dl-^' d^ 

and welchen bie 9Bertbe ^on x unb j tu fnc^en ftnb. 3)iefe SSertl^e 
muffen/ mnn fu ®ri>ite ober .^reinjie geben foOenr bem 9(tt<brn(fe 



= 0/ p =0 . • . (1) liefert, 



h« /d2z . , d2z . ,,d2z\ 



immer bafTelbe Seichen oerfc^iafen tinb }war tin negatii^etf im ^aUt 
Ui Profiten nnb ein poiitiii^e« im ^aOe Ui ^(einilen/ we(dEien Bertt» 
man and) bem a beilegen mag* £)iefetf (ann aber/ wie and ber 
ICbeorie ber ®(ei(^nngen befannt iil/ nur a($bann flattftnben/ wenn 
lit ®Ui(^ung 

d2z d2z o d2z ^ -. ^ . ^ dz dz 

erl^altenen 9Bert^e i)on x unb y imaginäre aBurjelU/ für « gibt, ^xttani 
folgt/ ba$ bie autf ben Gleichungen (i) gefunbenen 9Bertbe oon x unb j 
nur bann einem @rü$ten unb .Seieinjten entfprecfien/ mtnn ju gleicher 3<it 
d2z d2z /" dh \« ^ .,, 

d2z d2E 

ift/ watf junSc^ifl erWf*t/ baß ^^ unb j-. einerlei 3ei*cn Meo* 

©enn mit ^ = ^/ 5^=^ jttgWcli ber «uöbrurf/ welcher lit 

2)iferentialeoeffteienten ber {weiten Orbnung tniHUf verfc^wtnbet; 
fo finbet (ein erdftetf ober ^^Uinfie« ftatt/ infofern nic(it }u gleidier 



3cU bic eummt Ut &litUt, mcictie bie 2)if(rctitia((oeffidcntett ber 
btimn Orbttttttfl enthalten/ Dcrfc^miitbct ti. f« to* 

Sinmerfitng. (Suler ficOt in feiner 3)iirerentialre(l^ttnn0 ali 
onterfc^eibenbed SRerfmal bei snaeimnm'd nnb bei 9Rimmnm'tf 

nitrbieetfie93ebingnng auf/nämlic^/bafi ^2 tti^^ j~2 dttet(ei 
3ci(^en Men foSen/ inbem et anf bie S3ebinpng : 

dx2' dya MxdyV 

feine 9{{i((ii(^t nimmt. Sagrange mad^te }nerfl auf bie Stot^^ 
wenbigfeit ber (entern 93ebingnng anfmerffam/ tooranf Fi an^ais 
biefe Sl^eorie bnrcli bie 93etra($tnng bed ^aUti; 

dz dz dz 

2)a« Xrinom ^, +2«^^ ^a^ -^ 

(el^S(t nSmlic^ immer baffet^e 3^4^» für aOe Sßert(e 9on «/ 
»enn/ nacf^bem ti gleich SluO gefegt mtUn/ gleiche Sßerti^e 
ffir a liefert/ b. ^« wenn: 



d^ d^ _/" d^z \2 
dx^' dy^ ~V.dydxy * 



fBtr iftStten Wtu^, mti tm snfammengefaft/ folgenbe 
Siegel: «Int 5^««^ ji mM^ poüti» ««^ fitetWef 
d^ d^ / d^ Y 

dx2* dP \dydxy 

vofittv ober mu für tie and t>ett ®Ui<imm (t) deftttttenen 
SSevt^e «Ott x ttttb y ; fo ifl z füir bieftlien eilt ^{einfiel. €!inb 

d'z d'z 

«itt jp tttit ^, ikii^itUii ttesativ ttttb ba^ei 

d^ ih C d^ N2 
dx2* dy2 ""Vdjdxy 

oofitio otet 9ttta; fo I9irb z füt fette SBert^e t>ott x «ttt 7 
cfti ®ril|te«. 

$. 75. Sßir tvoOeti ittttt ttitfere Reflel attf eitiifle S^eifyiele ati« 
tvetiben. 



1. 5at mldft SBtxitn do» x ml j wirb z=x-+y2— 6xy+32y 
ein 9»a8lmitm ober gwinimum? Uüi ^ =ö «nb j~- =o folgt x=6 
itnb y'=2. gßr bicfc SBert^e »itb aber: 

fo(g(i(^ (eft^t bie 9orIicgenbe gunftiott mber ein 9RaKinitim mdf eitt 
9Ritiimttm« 

2. Die 3a{)I a in brel fotcfee Steile x, y, a— x— y )tt jenege«/ 
baf beren ^Jrobuft z ein SDlaEimum wirb. 3Ran bat z=x}(a— x— y). 

9(u0 ben 93ebinguog(gUi4iungen ^ =o onb ^ =o ergibt it(^ 

Sterben biefe SBert^e in bie Studbrücfe bon 

§^ 5p' dITy fw^ilt^«^^^/ f^ ^«^^» »*^ 

d^z 2a dV. 2a^ d^z _a^^ 

dx^ 3 ' dy^ ~ 3 ' dxdy 3 * 

mithin anc» 57« • 5p - (sifv) =T* <^« *<* f^^«"* ' **« 
@röfted/ menn man bie brci Zf)tiU einanber gleich nimmt» 

3. 3)atf jenige 3)reie(( anaugeben / ml^ti bei einem gegebenen 
Umfange 2p ben größten gläct^eninbalt bat. 3fl x bie eine/ y bie 
t»eite/ mitbin 2p— x— y bie britte Geite nnb z bcr Sliic^eninbaU 
be0 ^ttitdi; fo M man bcfamuiicb: 

=r[pCp-0(p— })(x+y— p)]. 



%ui ben tmei 93ebingttngdgleicbnngen folgt x=y=-^. S)aS 

S>teie(f/ beffen SflSc^e bei gegebenem Umfange ein ®röite< ober 
;Kleinfie« ifi/ mui babcr gleic(^feitii) fein. Um {n entfct^eiben/ melclie« 
9on beiben bier fiatt^nbet/ fubftituire man in bie tmeiten S)iferetu 
tiatcoefüeientcn bie gefunbcnen iSert^e von x nnb j, 
9Ran erbfitt baburc^: 



ah 


3 


äh 


3 


d2z 




s 


d?=- 


r3' 


dy^ 


ra' 


dxdz 


■""■■"^ 


arJ' 



Vittt^t (er Svinftiontn* W 

bie (emfetibe Stäche ijl ba^er ein aJIaeimum* 

4, iDie fürseltc (gntfernuns smifc^en tmei ()ege6enett ®(raben iu 
flitiberi. e« mögen z=ax+a, y=bx+/3 bie 01ci*unfl einer biefer 
Sinien fein/ wä^renb Me anbere 0(0 Sibfciffcnact^fe gUr. Stemmen 
mit auf ber lc$tern einen $uiift/ beffcn Slbfcifte x^ ifi; fomirb feine 
Sntfetnuns R von einem bcUebiflen ,$unfte ber smeiten burc^ bie 

R«=(x— x02+j2+z2 ober R8=rCx— x02+(bx+/3)2+(ax+a)2 

teflimmt S)ai {toette ®iieb ber (entern ®Iei($ung burcf^ t barflel^ 
lenb/ ^a(eu mir: 



^=2(x— xO+2Cbx+iÖ)b+2(ax + a)a=rO 



/ 



^^=-2(x-xO=o; „,oraii«x=x/=-5±b|. 

S)ie ®(ei(^nnd le^rt/ bag bie gefüllte ginie anf ber $(d^fe ber 
X fenfrec^t Mt: mithin ifl fie eö anc^ auf ber jmeiten @eraben/ 
ml(^t man ebenfaO« )ur Sibfciffenac^fe ff&itt to&f^Un fönnen; ma« 
mi fc^on au» ben @Umenten ber Geometrie befannt ifl. ttebrigentf ift 

^~2ri+a2+b2), Mi* -2, -^ —2* 

0x2-^^^^ + ^ ^^^^ ^' dx/2— 2/ dxdx'— ^' 

muorau« (ervorael^t/ ba^ ^ier ein SRaKimum fiattfiobet/ befTeu SSertl^ 

_8^--ba_ 
"~r(a2+b2) *'^- 

S)ie ®(ei(^ttnd ber Vrojeetioo ber gefnc^ten Sinie auf ber C^bene 
jz ifl y=Az, 5)a biefe Sinie burc^ ben ^unft (x, y, z) ber tweiten 
0erabeu 8e(t/ fo ^at man: 



._ y _ hx + ß _ j^^ 

z ax + a b ' 



moratt« t^ervorde^t / baf unferc beibeti ®erabeti auf eiuanber feuf.* 
tee^t jle^eu» 



9C IRct(9^e ter Xamtuttn. 



§.-76. !ßit moOett j[e(t bie @Uic^ttng bcr bttrcli Un Vottft 
MCxy) einer ©ittrw bmm' (gfj. i), beren ©lelc^iing y=fx ijl/ ge^ 
iogenen Xangcnte anheben. S)ie ®(eic^tttig bet @erat)eti tmh ifl: 

Y— )=langa(X— x)/ 

mo X/ Y bie Soorbinaten ber (e(te6i0ett fünfte Ut Oerabett/ x ititb 
y Mejetiifieti Ui Sbttnf)tuniipmUti M m\> a Ut SBinfel/ tt)e(c|ien 
biefe &ita\>t mit Ut »bfciffenac^fe mac^t/ bejeic&nen. 9lac& tem im 
$. 2 @efagtett ifl bie S)erit)irte y^=r^x bie trifiottotnetrifc^e 2;ati8eitte 
Ui mnttli u ober bie ©renje bed Sßer^äUniffed ber Svtoacdfe mq 
unb M^Q ber Soorbinaten x unb y. S)ie 3>iffereiitialre(^n»nd liit 
alfo vertttSge i^red ®r»nbprincip4 bad Broilern ber Sattflettten birect 
auf/ toettn bie ©(eic^uttfl ber friimmen Sinie Begeben ifi titib man ^at: 

1 y^ 

tanga=y/, cos « = ^^^^^^^y gin «= p^j^^, Y— y=y'(X-x). 

1. S>ie ®(eic^ttn9 ber 9tormaIe mN/ b. l^. ber Sinie/ tvelcde 
auf ber Zammt fenfrec^t fttf)t ttnb burc^ ben Vuttft m ge^t / iü 
biernacd : 

(Y— y)y^+X-x=0. 

2. gnadet man in biefen ®(ei(fittngen y=0/ itm bie 3)nr€^.' 
fc^nittfpnnfte ber beiben ®eraben mit ber $((^fe ber x jn ^eflimmeo; 

fo jie^t man barau«: x— x= ©ubtangente tp= -^, unb 6tt^ 

normale PN=yy'. 

i£)a6en bie (entern Sert^e tin ntiatiui Seichen/ fo eri^alten bie 
in Srage fie^enben Sinien eine entgegengefe^te SlidEitnng 9on ber«* 
lenigen/ »elciie nnfere gigur angibt: nm bie Sage Jener Sinien nSl^er 
itt befiimmen/ ifl e« i^inreiclienb / }n unter fnc^en/ ob y ober y^ ne« 
gatit^ ifl. 

3. 3)ie ^Betrachtung ber rec^tMinKigen S)reie((e TMP unb 
PMN liefert: 

Tangente tm= i r(i+y'0/ 
9tormale mn = yr d +7'^). 



4« 3ftt bem SaO/ tag ber Soorbirtatcntoinfef g^ (cm Stetster 
ift/ VOM man für tie @(cic^uns ter 93erü(^ri}ngdlintc ttnb benSBert^ 
ber 6ttbtand(ttte bie nämlicdctt SiuSbrücfc/ toie obcrt/ erf^alun; nur 

m bann y^= ^.^^'"^^^ / m cc toitUt Un SBInfcI bardeOt/ weI4>cn 

bie burc^ bcn ?ßanft (x, y) ber geflebenen ^ntH flejoaenen Jtanflente 
mit bcr 9lid^tund ber poftti))en Slbfeiffen mac^t. 

Sfnmerfunfien: i. 9(n benjentgen 6teaen ber Snrve/ beren 
8t6feiffenwert(>e y^=o machen/ läuft bie S&mfftundiüuU §yr 
9(bf(iffenac^fe paraae(/ wä^^renb an bcnjenigen @teaen/ beten 

«bfelffenwert^e y^ auf bie gorm -J- Mnm/ bie Sanflente 

fenfrec^t anf ber abfciffenacftfe ile^t. 
2. ^n ben 9(nöbriic(en für bie Sangente nnb fHomaU/ welche 
ßinien j[eber)eit a» pofui\> t« betractiten ftnb/ nimmt man bie 
£luabratmuri(In vofttio ober neflatii)/ je nac^bem ber rationale 
Saftor pofttio ober negativ iil. 

§« 77. e« folgen nun einige 9(n»enbnngen ber por^ergebenben 
Formeln; 

1. 5ur bie'^Jarabel y2=2px ftnbet man: 
6ttbtangente =2x, <5ubnorma(e =p/ 

Jlangente =-^ K^(p2H-y2)/5tormaIe =^(pa+y2), iang«= -i^, 

2. gar bie Saipfe nnb ^Dperbel a^y«±b2x2=+a2b« erhält man 
= + 1^- hieran« jiej 

c*=a-+*b- gefegt wirb: 



y^= + ^. hieran« jiejt man für bie SSnge N ber Stormalen/ wenn 

a y 



rj_ br[±(a*-c8x«)] ^ 
a* 

3. gury~=xna»-»/ »elc|fe®leicftttngbergamineber?Jarabelttan* 
gebärt, »at man ■^~- «»enfo erhält man für bie ©leic^nng y °x^^a~+-/ 

weldie ba« ©efc^Ie^it ber ^mtittn barflettt/ -^=— ^» Stbgefe^en 
9pm Seichen/ ^immt Hi iRefuttat mit bem vorigen öberein. 

IL SBb. 3«. »ud^. 7 



9» tUttioht htt Zan^tnttn. 

man y'= ^\_^ * JDai^cr ble ©aJtÄttaente = ^^^"/ z welcher 

9Bert( Icic(it confltttirt toerbcn fattrt/ mcnnber von x dndcjetennnb 
iatnadt iener von y (efHmmt morgen« 

s. 3fn ber togarUMWcn Unit }=a« ^at man -^=: —-: 

y la 

iDie 6n6tangcntc ifl bemnac^ gleich Um 9IotuL 

6. emtn wir AP=x, PM=y, QM=2=r(2ry— y^-) (gig. 5) ; 

fo crMtcn wir fSr bie (^«(loibe amf bie OUidinns: 

x=arcC8in=z) — Z/ 

miil Ux S5ogen in tcm ertengungff reife/ befTen Statin« =r/ ge^ 
nommen ifi* S)nr(^ S)iferentiation entfielet: 

*=r(S=^)""*'' *" **^^^*^^ ©Wc^nng ^- r(7ij-yO ' 
3nbem mir z nnb z' ettmlniren/ flnben mir y^=^r-!^=?J: 

Ut Urfprnng liegt i^ter in bem Vunti k, mo Itt (»cfc^rei^enbe $nnft 
M |i4i in ber Sinie AA^^ (efanb/ tiber me(cf^e ber @rsengnngdfreii> 
(inroOt. S^xtXMi entfpringt für bie 6n6normaU 

yy/=r(2ry-y«)=z=MQ, 

ma< ft4 auf eine (eichte Wrt conflrniren Ifi$t. S)enn fte^t man pm=y 
in bem (Sr)engttngdfreife M bie 9(6feifre DQ an/ fo ifi ber obige 
Sßert^ ber 6n6normaU gerabe berjenige ber Crbinate MQ jene« 
Greifet; bie 9lormaIe fäOt ba^er mit ber 6e^ne Ui 9}ogend MD 
infammen/ mie ftc^ anc^ mi bem Kntfbrncfe ber 9lorma(e yr*(i+j^O 
=^(2ry) ergibt* JDIe ©npplementatfebne mg flimmt folglicfi mit 
ber Sangente unferer ^\xxu überein. Um burc^ einen gegebenen 
^nnft M an bie Sveloibe eine Sangente }n jieben / mirb man a(fo 
MN paraOel }ur 9(((fe ae (egen/ in bem fefien ;Kreife fke nacdder 
bie 6ebne KF {ieben/ nnb enb(i($ berferben mg paraOel fübren« 

93ringt mm ben Urfprnng nac^ ¥, ben ^'i6i^tn $ttnft ber ISd^ 
eloibe nnb nimmt fs=!c/ SM=y; fo ifi bie nrfprilng«*e ©leic^ung 
ber (Sp^Ioibe: 

x=arc (sin=z) + z nnb ibre !DifferentiaIgtei(Jnnd: y^=K7r— / 

^r y 



DtetNbe btt Xtinitnttn. oo 



welche Uiftttt man auc^ lutd bio^t a^crtanfc^tttig »du x mit ^rr-x 
m\> y mit 2v—j flefunbcti Hbtn toütU. 

$» 78. etf lafTett ftd^ o^ne 6c(in)Uri0(eit t^erfcfiiebenc $ro(lcme 
in S3esit9 auf bie ZaHtnttn löitn, tote j. 9$, iuxdf einen an$eri»a(( 
bct enroe gegebenen $un{t an Diefelbe eine Sangent< tegen/ ober 
fole^e in einer (ejümmten Sltc^tung fiteren/ n« f. ts>, 

i^ier motten mir nun einen %niitnd für ben SBinfel ß anfftnben/ 
meieren Die S3erti^rnngdlinie TM (gig. 6) mit bem Mtpaf^it AM 
bilbet/ b. ^. mit ber ben Urfprung nnb ben SSerü^rnngdpunft oer«- 
bittbenben ®eraben. $iir ben SBinfel ^/ me(4ien biefer geitflral^r 

mit ber ^fKcifTenac^fc maclit/ bat man tang^s — ; anf erbem ifi 

tang«=j/; folglieft tang(a— ^)=tang^=^J^, 

3fn ber ttnmenbung barf nic^t nntertofTen merben/ anf batf SBor«- 
{eichen biefed 93rn(|fe« gehörige Släctficfit }n nehmen* ^ür ben ^rei( 

y«+x-=r« flnbet man tang/3=— , mie etf }tt ermarten roan 

§. 79, SBirb eine 6ttr»e bm (5ig. 6) anf ^olarcoorbinaten 
AM=u/ map=^ bejogen; fo fönnen bie oorbergebenben Jormeltl 
nnr erji nacti einer oorlSufigen SSermanblnng ber ^olareoorbinaten^^ 
gleic^nng u=(tr ber Snroe in eine ^araOelcoorbinatengleicbnng eine 
9Cnmenbnng finben/ mobei befanntUc^ bie Sietationen belieben: 

x=a cos S^/ y=:u8in^^ x^+y*=u^» 

3)riic(en mir bagegen ben 9Bertb ffir tang ß in u nnb ^ ani nnb 
nebmen ^ üatt x )ur nnabbüngigen SBerSnberliefien/ fo baben mir 
naO) bem im §• 37 befugten: 

tang/3=-^,. 

«ttf biefelbe 3trt Wnnte man bie fflertje oon yy^— , »• f» m. 

bnrcf^ u/ u^ nnb ^ an«brfic(en; megen ibrer tnfammengefe^ten ?orm 
gibt man ieboc^ fotgenbem a^erfabren ben SBorsng. 

9lan nennt nSmlic^ (ier Gnbtangente^ batf 6tticf AT ber bnrcf^ 
A auf bem ^eitjirabl am errichteten @en(re(fiten tmifcben bem ^ol 



ioo Vttthoiihtt Xauitnttn. 

mi 3)urcfifcl^nitt ber Sbrnf^vuniilinUf m\> 6ttbnorttiaIe batf twifc^en 
$oI »nb 9?otmare liegenbe 6ttttf an. S)te Sludbrucfe für bie eui^ 
tangente tinb 6tt6norttia(e für irgenb eitten $unft m ber ^oUtcntH 
fmb (iernactf : 

eniHHmt AT=— / ©ttbnormale an = u^ 

Sfnmerfungen: l. StuOer obisen Srn^irutin ge^t ^cr^ot/ 
bag bie ©ubtattgente tinb enbnormaU bei $oIarcoorbinaten 
tiicdt mebr/ n)ie folc^etf bei $araaeIcoorbinateti bet ^aO iil/ 
eine ttn^erSnberlicIie Sage bebalten / fonbetn biefe(be für ieben 
Vitttft ber (Suroe eine anbere ijl. 

2. eebt einfacd ergeben ftcd ancd bie Formeln für bie Xangente 
itnb 9lormaU/ nSmlic^: 

Jangente MT=ur(i+ ^^)/ 9lormate=r ("-+"'')♦ 

§. 80. einige »eifpiele bternber. 

1. d&t bie $(rc{fimeb{fcfie epirale ifi: 

u= — / mitbin -7=^«/ — /=*• 

S)ie 6ubtangente AT ijl baber ber Sänge natb bcm mit bem 
SlabinS AM=a befcbriebenen ^ftreidbogen gteicb/ melcber ben Sßinlet 
MAx=^ migt. 2Baö ben ®infel ß anbelangt, fo »fic^^il berfelbe 
fortmjibrenb mit bem 93ogen ^ nnb jmar bicnt ibm ber redete Sf^infel 
üli ®ren)e/ inbem erfl nacli einer uncnblic^en ^njabl 9on Umbrebnn'- 
gen Ui £eitfirabld jener SJogen ^ nnenblid^ mirb. 

2. %äv bie bvperbolifc^e 6pira(e bat man: 

u=-~ ; mitbin Cnbtangente =— a, tang/?= - :sr, 

JDie «nbtangente ifl baber conflant; ber ©infel be« geitftrabW 
mit ber Tangente ifi jiumpf/ nnb nimmt in bem m^ ab a(« ^ 
toScbü. 

3. Sör bie logaritbntifcbe 6pira(e ifl u=a^; alfa 



tangi3=:~./ ©ttbtangente = -j^. 



S)a^ S)fffcrctttUI hti (Boitni tintt Cun^e :c. lor 

®ieSum fd^tteibet folglich aOe eeitjtra^Ien onter einerlei SBinfe(/ 
Ut i6^ btttait/ menn a^ieaSafid Ut 9lepper'f4)en SogaritNen ifi; 
ferner mäc^ji bie 6tt(tangente proportiona{ }um Seitflrot^r«. 

4. 9(tttf ber ®eic^ttng: 



»=i=Öfc!a-.rc(„ = r<^) tat« ... 

bfe ^orarftt6tangente=ii 



>— ra^-a2 



bie $oI<irfu(norma(e 



a 
au 



bte trigonometrifcfie Tangente Ui tßinfeW ber 9?ormale mit bem 
eeitüra^I 



r(u--aO- 



3>ad 3)ifferential betf 93ogentf einer Snrpe nnb ber ^on 
berfelben begrenzen %l&<Sft. 

l si. 3f(l bie ©reid&ung y=fx einer enrpt bmm' (Jig. i) 
gegeben/ fo iü bie £{inge bm=:s einetf ^ogenflücfd bejiimmt/ »enn 
befen Snbpunfte B nnb m befannt ftnb* Um biefe Sänge jn finben/ 
bemerfen tvit, Uh ber $uoft B a(0 fefl angenommen/ s fic^ mit 
bem fünfte M finbert ; ei ifi bemnac^ s=:Fx/ mo Fx eine nnbelannte/ 
nodii in beflimmenbe %mUion bon x bejeic^net* 

gaffen mir x nm bie 0r88e h=pp' »ad&fen/ wobei y in y + k 
nnb 8 in s+i übergebt; fo (aben mir; 

fCx+h)=y+yOi+{y/'h2+ .^^ , „ßj 

F(x+h)=3+8'h+|8^'h«+ w. ig)ieratt«: 

k= y'h +{y//h2+..-n. l=s'h+ {S'^h«+ .,. 

9(u« bem recbtminnigen 2>reie(fe mm^q folgt: 

Cejne Mi\!'=r(t*+kO=hr(i+y'*+)V'»^+) w- 
S)nrcb bie S^etracfitnng ber Sangente mh $aben mir ferner: 

QH=y/h, MH=hr(l+y'*)/ M'H=— Jy^'h«. . , ; folgfi*: 

gebneMM^ _ rO+y^-+vV^h+ . . . 
MH + M'H~r(i+y'*)-iy''h . • / 

S5ei ber nnenblicben %iuffmt bon h nSbert ftc^ ba« te^te 93er^ 
baitnif o^ne Snbe ber Sin^eit/ meiere ba^er anc^ Ht ®tmt Ui 



lOS 2)a< Siffevenii«! bt€ IBogcn^ einer dutttt 

erfie» QiitUi fein »irb. (Si liegt aNr bcr aSoge» mm^ tmifc^e» 
feiner 6e^ne unl Ut gebrochenen Sinie mh+m^h; mithin 19 and) 
bie ein^eit bie ®ren}e Iti 93er$ältnife( ber ee^ne }nm Sbotm 
ober oon 

%^fllH= s/+is/^h+.,. - «)ieran« entfptingt: 

1 ^0±Z^ , ober d$=r(dx'+dj2)/ weU s^= j^. 

SOlit i^filfe biefer Sormel fönnen mir bie Singe jebe« 9$ogcntf 
einer Stiroe angeben/ ober'/ mte man ficd andiubritcfen pflegt/ bie 
Suroe reetifieiren. SBSir brancben Ut^alb nur in ben aOge^ 
meinen Xnibrticf oon s^ fiatt y^ feinen wtf ber gegebenen @(eicbttng 
y=rx ber Sitrpe abgeleiteten ®ertb ^<>ti f^x }u fubflitniren/ nnb 
Unn tu integrireu; b« ^. oon bem 3)ifferentialau0bru(( ds lu bem 
urfprtinglicben 9(tt«bro(f s/ nSrnHcd ienem 9(udbru((/ burc^ befen 
S)iferentiation ds entlauben 19/ turticfinge^en. 

»eifpieL gitr ben «rei« x2+y»=r2 bat man: 

- rdx 

bie< iü bae gefucdte 2>ifferentta( bcd 9$ogentf eine« Greife«, ttm beo 
primitit)en 9(u<bru(( tu erbauen / bemerfen toit/ ia$ 

rdx 



d«rarc 



(-=f)= 



r(r^-xO' 



iE)ierau< entfiedt fär bie Sänge s eine« iKreiebogentf/ tu »elcfiem 
bie «bfciffe x gebort: 



8=:r*arc ( sin = — V 



ma< fcfion au< ben Elementen ber Oeomettie befannt ifl. snacfit man itt 
Im testen 9(uibruc(e x=o unb baten ^=r, fo finbet man färbte 
SSnge be< iOtubranteit im; toat ebenfaO« befannt ifl. 9i iü iebocl» 
nicbt immer fo (eiddt/ ben urfprünglidden %uiitud von ds anjugeben: 
toie mm ftdd aliHnn }U oer^aUen HU/ »erben »ir fpSter fe^en. 

SOlit iE)ii(fe be< Sßert^e« bon s^ (äffen ftd^ bie im §. 76 aufge^ 
fteOten SormeUt vereinfaclien; toir erhalten n&mlidu 



1 dx . y' dy 

coscc= -;-=-j-, sin« = -^=T-/ 
«' ds «' ds 

JCangttttt = ^' = ^* / SlottttftU =y8'= ^*. 

§. 82, Um bi« SfiS4e BCPM=t (gifl. 0/ ml<!^< iwlf*««»« 
£>rMnat(ii cB/ mp tin^ Um fS>f>m EM tiner Surtx (»t^aften ifi/ 
)n finbeti/ fe^m mir t=9)x/ wo 9>x (ine nod^ ttii6(jiimmte Sunftion 
ttr «Jfciff« X fd» foO. gaffen wir iit Wfdff« «m h müfUn, i» 
i<lH >i« DrtlM«« y itt y+ii «nb bi< gtS(<>« in t+i öJ<r/ unb wir 

k=M'Q =y'h+ M., 
i=MPP'M'=t/h+ W. 

«un ifl 9l<*«rf MPP'Q=yh nnb ««(^tcrf LPP'M' = Cy+k)h, 

fo bat fit* We ismtit aW 0r<«i« i^r<» »er^SUniffe« ^ ergibt. 

JDa ba« frttmmllnifl« Ztmt MPP'M'=i imuter iWlfc^en bc» mtt» 
»S^titcn 9t((^t((f(tt licflt/ fo (at fein S3(r(S(tnif »n einem biefer 

SJee^teefe »betr bet «(««brnd j7:pTp7^qr; ««* **< ®****** »»"^ 
©renje; b. ^. e« ifl t'=y ober dtsrydx. Um alfo jebe j» einer ge* 
rviffen 9(bf(iffe x ge^üriflc gftSc^e aninseben/ ober wie man fagt/ 
bie enroe t« «tnabriren/ wirb man in bie UliU Formel jlatt y feinen 
Bertft fx fe«en nnb bann bie primitive Munition ber S)ifferentia(' 
flUietinns dt=fxdx anffnctien. 

2m %aU ber «oorbinatenwinfer « ein fe^iefer ijl/ »örbe man 

^ttben: l/=y8ina. 

»eifpier. gär bie ge»5^n«(^e IJarabet M ««» y2=2px. 
©ie» gibt bie ©ifferentiaröreie^nng dt=dxr(2px)/ für beren primiti- 
ven 9(tt<bm(f man finbet: 

t=}r(2px»)=iv/ 
fo Ui ba« dmtnmä fikW (f i«. 7) ben J'» XMt te» nmae. 
fe^riebenen Stee^teef« nhh'N' betrfigr. SSr batf iwifc^en ben Orbi« 
naten cb nnb mp enthaltene SWe^enüfirf CBMP=t befommt man/ 
wenn AB=a nnb CB==b gefegt wirb j t=^(xj—iiO, mm^ bie 
%li0f<. CC'M'M ben }**" Zitii »on ber 3>iffereni ber «e^terfe n'M 
nnb D'C an^mad^t. 



104 2)a^ Siffetentia( hti fOo^tni einer iut9t k« 

§. 83. S)a oUtti auc^ bie ^I&c^e Ui itoi{(btn imi eeitfira^Ieti 
AM tinb AK ent(»altenen &umi arm (^to. 6) Dorfommt/ von 
»eichen i<H9ta\>Un bcr U(te aI0 fefl )u betrachten i|l/ »ä^renb ber 
anbere ftd) mit bem fünfte M i'nbert; fo tDoOen mir tioc^ Ui 3)if' 
ferential bfefer %ladft t auffu^en. e« ifl: 

AKM=r=ABMK— ABM. 

SOlan dat aber : 

ABM=ABCD+DCMP-AMP=ABCD+t— {xy ; foliÜ<Sf; 
i = ABMK— ABCD— l + Jx), 

3fnbem »ir bie (e(te ®(ei((iund biferentiiren unb babei Me 
giad^enftttcfe abmk unb ABCD ali cotitlant anfeben/ m«, bei ber 
feilen Sage ber fünfte B/ c nnb K/ »o ber ver£nberlt(|ie $on(tM 
mOt liegen mag/ geüartet ifi/ ünben mir: 

»enn »ir cr»Sflen/ bag i'=y. 

Um bie SBertbe 9on s^ ttnb t^ in ^orareoorbinaten u nnb ^ 
au^iubröcfen/ fe^en »ir vorerU nacd $. 36 ^art s^ }^ unb r^ inmidf 

4/ — // «"^ ^- *^^ ^nm^t babnrcl?; 

mo bie unabbänflige 93erjinber(id^e nedf nnbeflimmt ifl. 2>amit ^ 

biefe a3eränber(id^e merbe^ brauchen mir Hoi in ben (e^ten 9(ntfo 

brncfen für x, j, x' nnb y^ tbre in §. 37 anfgefleKten Sßert^e {u 
fe^en/ moburcl^ mir befornmen: 

4^0 finb biet bie 3)ifferentia{e Ui 9$ogen< nnb ber ^IScbe ber 
anf ein $a(arcoorbinatenf9tlem bejogenen Suroe um=r&« ttebrigentf 
bStte man biefe 9in«ltüdt ancd birect mittelü ber ®rentmetbPbe eN 
balten fönnem 

»eifpiete: i. giir bie Sogaritbmifc&e «pirale amü (gflg. 8); 
beren eieicbnng ^=lu i^, finbet man iai £)iferentiat ber Sogen«- 
iSnge ds=du;^2; mitbin s=u}^2, m ber aSogen Im ^ol feinen 
Stnfang ^CiU i^ieraui folgt/ bag ber 93ogen s ber togaritbmifc^en 
&pirale/ obneracdtet biefeibe nacd nnenb(t(|^ vielen SBinbnngen crf 
ben $o( errei(t)t / ber 2)iagonale bei ani bem begrentenben Sdu 
flrabl AM confirnirten iOtnabrat« gleich ifl. 
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Sfnmerfitttfl. Stimmt matt Me aUmümtt ®(eic^tttid Ut lo^ 
gatlttmifct^ctt 6piraU u=a^, fo fttitet matt für >ie SSttge 
be« »ogenö s=u ^^^^'^ 

2* Sür bie Släc^e r Ut ^(rc^imebifc^ett @pirale (^ig. 9)/ ti^p 
bU ®Uicl&ttttg 2;iu=Sr btMt, flitbet man »^^i^* ^^* ^^^^^ ^^^ 
Un Umbretung b<« 8eitjira(>M ober für ^=2pi; tjl bie giSd^e AiO=|:», 
nSmlicd bem brimtt Zf^til Ut XttiiU^tf Uun i^albmcfer Al=i 
tft/ grei*. 

Xomerlttttg« 9la((i itDciUmbre^ungen ijlr2 = 8 --j. Ue6cr.^ 

Jattpt ifl ttac^ bcr ntctt ©r<{ittttg ra = n»*-j uttb mO) Ux 

(n+i)tett ©rebttttg j»+i=(n + 0».4. 

SoIgUcf^ ifl bie Släd^e/ toelc^e (ttttjic^fl mHi SU bett i^or.^ 
(ergebenbett (in}ufommt^ gUtcf^: 



93ott bet( O^cuUtiottett. 

§. 84. 3ie^ett toir butc^ eittett bcHebigett ^titift M eitter ^ur^e 
BMZ ($ig. 10) an biefelbe bie Tangente tm nnb bie ^lormate mN/ 
befddreiben mt bann m« ben perfc^iebenen fünften a/ b « » . ber 
9lorma(e alt üRittcIpnnfte Kreislinien/ midft ffimmtlid^ bnrc^ ben 
$nn(t M geben; fo toM bie in biefem $nn(tean bie iSuroe gejogene 
SSangente mt mUidf eine gemein fd^aftlic^e Sangente an aQe biefe 
Greife fein* Unter biefen nntS^Iigen Greifen mng ti ofenbar einen 
geben/ n^elcfier ftdi^ inniger an bte Snroe ali aOe übrigen anfcb(ieSt* 
S)iefer Sittii beigt ber odenlatorifd^e Xttii, fein Sentmm 
D ber iftrümmnngtfmittelpnnft nnb fein 9tabiu0 dm ber 
iftrümmong^HIbmeffer* 3)iefer SRittelpnnft nnb i^albmeffer 
finbern ficb/ menn man pon einem $nnft ber Snr^e tn einem anbern 
übergebt; ber Inbegriff aQer fo(cben $nnfte bi(bet mieber eine an^ 
bere Snrbe lOD/ meiere mait bie e^otote ober Sibgetoicfelte 



iOO Sott bcn Oicuiütxontn, 

Ut gedebenen Suroe BMZ nennt/ »fif^rcnt ixt Untere touUt bie 
<S90lDent( oUt Uhwidtlnit U^^u 

Um ben O4ctt(ation<frct0 ffir einen gcflcNnen $unft M einer 
^utH in üttben/ btaud^tn toit Mod bie asebingungen^ moburcf^ er 
bejHmmt mirb/ in ber 6pra4e ber Knal^ftK au^ubrucfen. 3)ie 6a(|ie 
nnter einen aQgemeinen ®eft({it«pttnft fleOenb/ betrachten mir itvei 
einanber fc^neibenbe Kurven / beren ®Iei(btttiflen fein foOen: 

yz=fx, Y=PX. 

i^aben beibe Surfen einen $ttn(t gemein/ fo ifi bafelbü x=x 
nnb 7=Y* Um ben Sauf nnferer }mei Sinien in ber ®eflenb ienetf 
gemeinfamen Vnnfte« }n ^ergleicf^en/ fe^en »ir x+h flott x nnb x 
in 7 nnb Y, miutdf »ir für bie ber 9lbfeiffe x+h entfpreclienben 
Orbinaten ermatten: 

7+7^1+ 4y"h2 . . . ttnbT+T/h+{Y"h2+ . . , 

^ittaui entfpringt für ben Xbflanb s nnferer smei Stttpen im 
&inne ber Orbinaten: 

wobei in y^, Y'^' . , . x mit x }tt »ertanfcften ifi* 

3e ((einer 6 für ein gegebene« h wirb/ beflo nSber merben bie 
entfprec^enben $nn(te einanber liegen/ fo bag ber @rab ber $(n- 
nS^ernng nnferer beiben (Snrpen in einer beilimmten Xn^be^nnng h 
Don ber iftlein^eit oon s abl^fingt* s;rifft ti ftc^/ bag ber Sßert^ 
von 1/ für welchen }=y wirb/ anc^ 7'=y' liefert/ »obnr*: 

fc=jh2(y//_Y/o+}h»(7'''-Y/'0+ • . • ; 
fo liegt bie tmeite C^nrpe ber erften immer nSber aM eine britte / 
meiere/ bttrc^ ben nümlic^en $nn(t (x/ y) ge^enb / bie ebengebad^te 
93ebingnng nicfit erfüOt. 2>enn ift ß=g>oi bie ®Ieicbting jener Snroc 
itnb A bie S)iferen} ber ber Slbfciffe x+h }ngebörigen Orbinateti 
berfelben nnb ber erfien (mmmen Sinie; fo (ommt: 

mil q>x=£x für ben gemeinfdiaftlic^en $nn(t. 2)ie 9(tttfbrü(fe ber 
beiben 9(bflünbe s tinb A (eben bemnacd bie %omx 

fc=bh2+ch»+ . . . / A=Ah+Bh*+Ch» , . . / WOrait«: 
A— «J=Ah+(B-b)h2+(C— c)h» . , . 



Sßfi^It man tutn h ^tolSo^IidS» tUin, Unit Ui Sti^ta lUitt 
9l(i^( mit itnm Ui (r^tn mtUi Ah uacrctnflimmc/ fo ntrt A>d 
für j(tt( !ßert^( von h mi für aQc lUitniitn, mldft tUintt M 
UtitlUn ftttb. t>U ^atw 7 == Fx nähert ft4l ba^er f)ci seta<^t(r 
9(tt6t((n>tnd h in Ut Qtm'^ M gemcinfamcn fünfte« htt Suroe 
j=:rx m((r M irgend (ine irittt (Euroe ß=cfiot, von welcher S^e« 
fd^afen^cit attc() folc^e fdn ma0. 

»eflf^t auf er >cr 9l<ratiott y'=Y' aucti nocft j"=^YH , fo wirt 
f{($ tinrc^ dne ä^olictic 93(tra(|titiid«»<ife tx^iUvi, b«g bie iweite 
enrve Ux (r^rn tu ber ®(d(ttb Vixti 2>itr(^fc(>niti« nä^er fomme al> 
irgenb eine brittc/ für »(((^e Jene jwei S^cbingniiden nie^t jl«u> 
^ttbe». ttebet^anpt (tesen nnfere betben Sutven in ber Umflebitng 
i^re« gemeinfamen ^nre^fc^iiitt« befto nSber an einanber/ je me^v 
von ben Prüfen: 

y/>_T'/ y'/-T", yiii—Y"l . . . 

ffir bte «bfeifft beffeJben glei* WuD »erben. SWan \>xUt fi* hierbei 
fotdenbermafcn an«: !Die beiben (Kurven/ we((^( bnre^ einen $ttnft 
(vy) flehen/ (aben eine a^erü^rnns ober iO«eu(«tion ber erjlen Orb« 
vMHi »«»» y'— T'=o; eine »eröbrnng ober O«enlation ber jwei* 
ten Orbnnng'. wenny'— t'=o nnb y"— y"=o u. f. w.. »eilest 
bergejiaft im ?Jnnft (x/y) jwiWen ben beiben Snrwn eine 95e. 
rä^rnng von einer gewifen jDtbnnno/ fo fann feine brüte Snroc 
amifc^en ben beiben boriflen binbnrt^ge^en^ wofern fie nic^t mit ber 
erfien eine S^erii^rnnd von einer minbeüen« eben fo ^oben Orbnnns 
bilbet. 

J. 85. e« iji üui bem eben ©efagten rei^t ba« ©erfahren «b. 
jnteiten / einer Snroe y=fX/ bie b(o0 ibrer ©attunfl nac^ gegeben 
ifl/ b, ff, fold&er/ in beren 0lei*nng bie »orfommenben Sonjlanten 
noe^ nnbeüimmt finb/ eine S^erü^rnng von ber nten Orbnnng in bem 
^Jnnfte (x,y) mit einer »oOUSnbig beflimmten Snr»e y = fx ju »er- 
f^affen. SWan bran*t »n biefem »e^fe Mo« x üatt x in ben n+i 
©leic^nngen; ^ , ,^,, 

y=Y, y'=Y', y'/=Y'' . . . 

Iti feeett/ nnb baran« ar«bann bie n+i nnbefannten SonUanten tn be- 
fiimmen. i&ieran« fle^t man fogW*/ bajj bie €nr»e nnr eine aSe» 
rö^ntng ber nten Orbnnng eingeben XUm, infofern i^re ®iei<^ttng 



lOU Sott bcn OtfcuUtionen. 

mnli^tni n+i unbcilimmte (Sonliante tmHU. S)U auf biefc Sßdfc 
(eflimmte Survc mirb (ie oHuUtotiidft (itiniflü berü^renbe) Sum 
senannt; ft< mirb oon t)ct 93cfc(^aifeti^dt fein/ ba$ feine unter ben 
frummen ginien/ meiere nic^t eben fo oietcn SJebingungen Genüge 
leiflen/ imid^tn Oft unb ber erilcn ^inburc^geben fanm 

§. 86. SBir iDoUen bie0 boreril auf bie gcrabe £inie an»enben/ 
beten aUflemeine ©UidS^ung T=aX+b ijl, 

6oa biefe ginie mit bet beflimmten ©urue }=fx eine SJeröbtung 
ber erjlen Orbnung eingeben; fo baben »ir y=ax + b unb y'=a, 
worauf fidi^ bie (Sonflanten a unb b b^rleiten lafTen. €0 ergibt ftc^ 
biernad^ aii ©(eid^ung ber geraben Sinie/ ml(it eine 93erübrung 
ber erjlen Orbnung mit ber befltmmten Surbe im fünfte (x/ y) (at 
ober eine S3erü$renbe berfelben ifl : 

Y-y=y'(X-~xX 

9(utf biefer 0teicbung ber Xangente fann man nun auf einem 
anbern Sege wie frübtr/ bie Formel für bie eubtangente tinb bar«* 
Mi jene ber 6ubnormaie b<t(eiten. 

h 87. %li iwtiui 9$eifpiet gelte ber Rttii, beifen aDgemeine 
®Ieictrnng ijl: 

mo 7^ ber i^albmeffer/ cc unb /3 bie ^oorbinaten Ui 9nitte(pttnftf 
iinb. Um bem Greife eine SSerü^rung ber }meitcn Orbnnng mit ber 
gegebenen Surve y=fz {u berfc^af eu/ bif erentiiren mir imimal feine 
®(eic^ung/ moburc^ mir erbauen: 

(Y--/3)Y'+X— cczzO, CY— /3)Y^'+Y'24. i— o. 

SBermanbeln mir in biefen brei ®tei<^ungen x in x/ y in y/ 
Y^ in y unb T^ in y'^; fo geben fie: 

(j-ßy +(x-a)'=y^ . • • (1)/ 

(y-/5)y' + X— «=o (2), 

(y-/3)y//+y'2+l=0 (3)/ 

S5eflimmen mir bermittetjl ber beiben (entern bie 9Bertbe bon 
j-ß unb x—a, unb fubflitttiren mir fie in bie erfte; fo flnben mir: 
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SBir ^Streit hiermit bic Soorbinaten bed ^itttlpmUt« mi bett 
i&albmejfer Ui OicnUtionituiUi für Jeben ^unft (x,y) ber Htio 
legten (Suroe y=rx befltmmt. 

SCnmerfungeti: i, iDa ber C^enUtiondfreU ftc^ unter aOen 
berit^renben Areifen an bie Surüe im fünfte (%, y) am innige 
<len anfc^Iiegt/ mitbin auct) feine Krümmung jener ber Suroe 
in biefem fünfte am näc^ften fommt ; fo fann bie Arämmung 
ber ^utH in gebac^tem fünfte buri^ bie biefed AreifeK io 
nrtbeilt merben, Stf tfl bie« ber ®runb/ marttm ber Oicu^ 
lationtfreid audi^ Arümmungtfreid ber Surve y=f\ im fünfte 
(x/ y) genannt »Irb. 

2. JDa ber ©ert^ bc« $at6mefferö ;' boö boppelte Seichen ± 
mit ftd^ fübrt/ fo ifl bie $rage/ n^elc^eä t^on Un Reiben Sei" 
(den }tt toäf)ttn fei. 3)a biefer ^albmeffer im StOgemeinett 
»eber in ber SRic^tung ber SidfcifTen/ noc^ in jener ber Orbi^ 
naten liegt/ fo Ht er eigentlich fein SBorteic^en/ ober mit 
anbern Sßorten: er iü immer pofitio. SOIan wirb ba^er Hi 
Seichen + net^men/ wenn y^ pofuit) ift/ b. ^. »ennbie Suroe 
idre erhabene 6eite gegen bie Slbfclifenaclife ^inmenbet/ mS^^ 
renb im entgegengefeßten ^att ia^ Seiten — gilt/ b. (>. wenn 
bie (Surpe gegen bie ^bfciffenac^fe H( if^- 

$. 88. 9(00 bem ^Vorgetragenen ergeben ftd^ mehrere ^orgei* 
rongen: 

1. ®ie Surbc nnb ber Arümmungdfreii beft^en an ibrem ge^ 
meinfc^^aftlictien fünfte biefelte Tangente/ »eil ffir beibe bafetbft y' 
einerlei SSertb bat. 

2. 6e$t man in bie ®Iei(*ung y'CY— y)+x-x=^0/ welcfie ber 
9?ormale angebört/ « nnb ß Utt x nnb y; fo wirb fie befriebigt/ 
ba man bie 9le(ation (2) wieberfinbet/ bie nur eine ^erübrung ber 
erilen Orbnung {Wifcben ber (Suroe unb bem Areife au<fprid^t« 3)er 
aSittelpunft bed Arämmungdfreifed (iegt baber mit jenen ber fcbUcbt^ 
weg berü^renben Areife auf ber an bie (^uroe gezogenen 9lormaIe. 

3. S)ie ®leictinng ber (Soolute (anittetpunftOcuroe) wirb er^a^ 
tett/ wenn mm y unb x jwifcben ber ©leicf^ung y=fx ber borge^ 
legten Surbe unb ben ®(ei(fiungen C2) unb (3) etiminirt. 



4. mt linntn ixt ®Icic^un(iett (O uni (23 tii^t »ro< in 9$^ 
)ttd auf X ttnb j, foitbern auc^ in aScing mf a, ß unb p^ bifereni* 
tüten / intern Ht Utittttn 9r5$en ^unftioncn von x fmb, ®efcOie(t 
iUi nun 9orerfi mit ber ®Uic^un(i (2)/ fo f ommt : 

(y_/J)y//+y/2_^/y/_«/+l=0 ; 

woran« bntdEi $(6{ie(nnd Ut ®(cidEiung (3) entft^ringt: 

b. b. bic 3)(rioirte ber QUidfum (2) in 93esitg auf a nnb /^ aOein^ 
n)ie ti jn ermatten mar. (Sd UMt (^iernadd fär bie 3;an8ence Ui 
mnUli ber 9lorma(e mit ber Sibfcijfenad^fe bie 9teIation : 

-± - SL 

9lnn 1)aUn mir aber bei ber Soolnte; beren eieid^nng ^on ber 
^orm ß=q><A ifi/ für bie Tangente be£ SBiiifeM ber burdi ben Vnnft 
Coifß) an biefe Sntüe «ej^gene 9$erü(^renbe ben 9(ttdbru(f: 

d« a' "~ y' ' 

meil in nnferer Sted^nnng ß nnb a al« Munitionen t^on x betrachtet 
mürben, i^ieraud fie^t man/ bag bie 9tormate ber Soofoente eine 
S^eriibrenbe ber (Si^olmt ijl. 

5. SBerfabren mir ä^nlic^iermeife mit ber ©leic^und (i)/ b. i. 
biiferentiiren mir biefelbe/ inbem mir barin aQetf fid^ Snbern lafTeti/ 
nnb liefen bann bad SHefuRat loon ber ©leic^ung (2) aif ober wai 
auf eins (eraudfommt/ bif erentiiren mir bie ©(eicf^ung (1) in 93e}ttg 
auf a; ß unb y aOein; fo entflebt: 

-(y-^)/3^-(x-«)a^=//. 

Um hieran« tint Stetation ab)tt(eiten/ meiere aUen fünften ber 
lSoo(ute Mit^'ott/ mfiffen mir x unb y eliminiren. SBir fe^en beSi* 
$atb flatt X— a unb j—ß i^re SSert^e ani (2) unb (3)/ ma< nni, 

nacfibem — -^ für f gefegt morbeu/ liefert: 

y*y a.*y 

y./3_ >: ß^ 



9)pn ben O^cutattonett. ili 

!Dlitte(fl tiefer Berthe «emaniert ftc^ Ut eitnftt^tnU &UU 
c^tttig in: 

Wimmt man « janma^öängiaen SeränberHc^ett' fo Ijl y*^Y^{i+ß^'^)\ 
fctefer «uJtrucf K(^+ß^^) ü «6er aitdi^ ber 2)ifferentlalcoefficient s' 
betf S3ogeni Ut Suroe/ beren SoorMnaten « uni ß ftnb. 9Bir $a(en 
ba^et y^ = s^f oDer bie «rfprfinflti^e ©feic^ung ;'=.s + A/ w A 
eine miOrärHcfie (Sonfiante batfleOt, $tir einen anleiten ^nnft ifi 
e(enfo : 

y,=s/ + A; foIgUct^ >'—>', =8-s/. 
i^ierautf ge^t hervor / tag ber ^rnmitittndtf(a(6mefrer nad^ Un^ 
feiten 2>iferen)en/ wie ber Sogen ber Soolnte t)ariirt. 6tnb bem^ 
na4i }. S. O unb D ^rümniung^mittclpunfte für bie $nnfte B nnk 
M/ fo iH ber S3ogen OD ber Q^uotute gUic^ bem Unterfc^iebe ber 
^rämmundd^albmeirer BO nnb md« Sin um bie eonoege Geite ber 
Soolttte OD seiDunbener unb bann in bie 9lic^tun8 BO sefpannter 
$abea mirb Ifittmä), menn er fidi^ oon biefer na4i nnb nac^ berge« 
ftalt a6micfe{t / bag er immer f^raff angefpannt bleiN unb an jebem 
fünfte/ m er befagte Suroe «ertüit/ eine 93erii(renbe berfe((en ifl/ 
bie e^otoente (efc^reiben. 

6. 3Ran fielet anö), bag aOe Sooluten reetifieabet finb/ b. ^. 
bag m*an bie Sänge biefer Surve {toifc^en }mei beflimmten fünften 
berfelben burcti eine gerabe Sinie mejfen (anu/ weil bie Suna^me 
Ui 93ogen5 ber Soolnte ber Sunafime Ui ^rümmungdb^^I^meffertf 
ber eooloente/ beffen SBertb fid^ jeberjeit angeben (fift; g(eict^ i^. 

7» ®ie Xttfbräcfe für ben ^riimmunglbalbmefTer r «nb bie 
iSoorbinaten a, ß m ^rSmmnngdmittetpunftd bieten fid^ unter oer« 
fc^iebenen formen bar / je nac^bem biefe ober jene SßerSnberlic^e a(tf 
unabhängig betrachtet mirb. 0o ^abtn mit/ wie im § 39 gejeigt 
werten: _ (x/2+y/2) J 

tvenn bie unabb^ingige SBer&nbertic^e miaiarlicli ift; ferner: 



x^ _ y' 



y y// ^ 

mnn ber S$ogen s biefe SSeränberlicIie ift. 



ii% ^on htn OicuUtiontn* 

fßttiftt ^on yi OL )xvi^ ß and) mie folgt/ fd^reiien: 

8. Stimmt man $olarcoorMnatett/ fo ftnbet man/ wenn x unb 
y bnrcli biefe neuen Sootbinaten u nnb ^ au^gebräcfc/ ferner in ben 
$Bertb ))on ;- bie auf x bejügticf^en 3)iiFerentiaIe in folc^e übertragen 
»erben / bie f\(b anf bie unabhängige SerfinberHc^e ^ belieben/ nac^ 
fl^böriger Stebuftion/ mUi bie im §• 37 aufgefleOten Formeln {tt 
benu$en ftnb: 

«nmerfttttgen: i. 5)aß in 9lr. 5 angegebene Serfabren M 
eine groge ^(ebnlicbfeit mit ber SBefcbreibung ber ^rei^Iinie; 
bie @oo(ute bient flatt bei anittclpunfteft unb ber ^rtim^ 
mungdbalbmefer/ ilatt contlant {U fein/ änbert ftc^i mit jebem 
$anf t. gjlittelfl einer fold^en 93etracbtung bejiimmte i^uqgben'd 
ben iDdcu(ationdfreiil/ auf meieren er }uerfi aufmerifam machte. 

2. mu man ani ber gegebenen ®Ieicbung ß=(po: ber (S^olnu 
bie ©Jeictiung ber eooloente y = fx herleiten/ fo muß man 
imifd^en ben ®(eicf^ungen 



«— x= — fp unb 



gjCK — y = — 7 

y// ^ •' y// 



bie ®röße a etiminiren. Wlan erbält auf biefe Krt für bie 
gefucbte Sooluente eine iDifTerentia(g(eic^ung ber imiten Orb* 
nung imifdi^en x unb y. 

l 89» SSir »oOen ba« oben JBorgetragene je^t auf einige S5el^ 
fpiele anwenben. 

1. gfür bie Parabel y2=2px ift y'= J^/ y//=— J^^ 

too N bie S&nge ber 9lorma(e barfleQt. S)er ^rämmungö^albmefTer 
ber $arabe( ijl baber ber burc^ Ui Üuabrat Ui balben Parameter« 
bioibirten britten ^otenj ber Normale glcicli. 3m 6(!>eitel A (gig, lo)/ 
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WO x=o, Nt man y=p, b. ^, b«r «aftanb bt« 6*«itrW vom s«« 
g(^9viflen ^rfimmnngtfmitutpnttft (etrSgt bai ^opptUe l(t ^ttaU 
biHan). 3fn btm <D?afc s iväc^fi/ nimmt bie j^rfimmung ab nnb bietf 
oN( ^nU, iDie Soorbinaten ttd iftrummunBtfmittelpnnfted fiai: 

a=3x+p, ß=- ?il/ 
p 

mtMi tnr(6 erimination von x mi 7 bie eitic^nng btr @9oI«t( 
entfpvingt: 



^^ärp<«-p>'' 



8«» 



i»^(r/ ivettii man bcn ttrfpritnfl nac^ i oerUgt/ j32:=-|^/ todd^e 

eUidfUH )dgt / ba^ bie ^utH tint tuhm< $araael ijl. eu iu 
fttfft aui b(n itiUn Sivcigtn lo ttnb ib/ toonn bcr erüe burc^ feilte 
^bniätuüi ben 3n>(ig AM nnb ber onbere btnSmtig AR ber %ptU 
(onifc^en ^aubti ttnn$t 

Kttmerfnng. 9$(i ber 9(0i»i<frung Ui um ben einen ober ben 
«ttbern biefer 3»«g< lo nnb Ib gelegten gfaben« mu6 berfelbe 
im Ranfte i/ in ber JBerWngernng ber Xangente Ni eine bem 
jtriimmttttgtfbaibmefer in A, b. ft. bem falben Parameter 
ber f)arabe( gtci^^e Sünge beulen. 

3. gffir bie eaipfe/ beren ^albat^fen a nnb b ünb/ ^at man 

p-H-^ =1. i?>i<raB« folgt/ wenn a2-b''=c2 gefegt toirb; 

(a*— c»x2)» c2x3 ^ c2y» 

^ttre^ Snfammenfteattttg bed 2Sertb(( von / mit ienem ber 9lor< 
mU N=— r(a*-c2x2), nnb ienem be« Parameter« p= =2. ergibt 

#* y=-(|^*' >• *« it«mn*e 6fl$ wie bei ber ^arabei. 

S>a Y mit bem SSac^fen von x abnimmt/ fo ifl in Uxl Qnbpiinr' 
un ber Steffen / ein SRagimum ober iDlinimum in ber Xrt / baf in 
U» ee^eiteln O nnb O' ber eoipfe bie^rämmnng m grüßten/ wo 



b^ c* 

y = — / «=±— / ^=0; 



IL m, 31. end). 



ti4 fßonitn S>«t'ttlati9ntn' 

ml in Ittt ediduipitnUtn d ml b' lu Sttümmmi m tUinfttn 

fDit auf foIdSfc 9B(ife ((üimmten fünfte ii/ h^, i, i' ^atn lit 
JtriimmttOd<mitt((piioft( ffir lU eobpunfte t(r 9C(6fett an. StK 
9((i(^und ier Svorute ber SOipf« entfit^t / mnn »ir x ttnb 7 in 
SSfrt^en von « nn( ß miltädto ml lU^t in lit ittiptün0(ltt 
Oieic^nng Itt SOipfe fu^IHtniren: 

ch=q, Ci=p gefegt »Irt. 

2)iefe (Sutoe (eflebt aui ^Ut Steilen/ meiere i(re (0ti9e(e etltt 

Un leiten 9((|ifeti pmenbeti/ gegen »elctie fie f9mnetrifc( (iegt; if^tt 

9efiaft ifl in ^ig. ii angegeben »orten. 2>atf ffir feie Q^Kipfe et- 

fagte gilt/ »enn b mit b/^— i oertanfclit »orten/ anc^ für bie 

$(nmerfttng. ?är a=b ge(t bie eoipfe in einen iftreitf nnb 
bie ®(ei(|)ttng ber S^otote in ß^ + a^=o n6er; an« me(((^cr 
Ie$tern ®((ic^nng fo{gt/ ba$ fic^ für ben ^reid bie Soolute 
auf einen $un(t rebneirt/ wie ti fein mng. 

3. ®ie Svcloibe gi(t: 

y'=r(^)/ y''=-^i woran«: 

3)ie« 9lefttrtat leigt/ baS ber ^rfimmnngd^albmefrer mm^ (fffg« 5) 
boppelt fo grog M bie 9lorma(e MD ift, 2)ie 3ln«brii(te ))on x — « 
nnb y— i3 liefern: 

efnbfiitnirt man bie baran« für x nnb y fidi ergebenben SSert^e 
in bie ttrfpr{ing(i4ie ®Uicfiung ber S^cloibe/ fo ttHU man für bie 
Sbolute: 

a=r arc (^sia y = — ^) + Ti—^vß-^ß^) . 

SOladit man /3=— 2r+i^i/ wa« baranf (inan«(finft/ fiatt ber nega^ 



Mtn CtHnatt IM^ bie pofitiDC p^m^ citt)ufuiircn / mi<f}t Untere auf 
tie in bcr S)iflan| AA^=2r unterhalb ber 9ict)fc AE UxitlHn paraOcI 
flctcsteo 9((^fc A^L bejogcn ift; fo (efommt man; 

«=r arc ^ain v= ^'~^^ ^ + Ki^^ßi^ßr)* 

©cfttmott ferner a=r;r— «i, b, ^, fü^rt man jlatt Ht «bfeiffe 
AI We 9tbfciff< ie=:ae— AI ein; fo ttfol&t, »enn mm crmägt/ bai 
)to<i 950gen/ beren einntfoerfud ftd^ )um iDurc^meffer ergänzen/ Quif^ 
Vtcmeote 9ott einander jinb: 

«1=1- arc ^sin V = ^ ^ — rC^rß^—ßi^)* 

3)ie @9oIttU ber S^ctotbe ifl ba^cr mieber eine S^cloibe/ bte von 
Um n&mUd)tn (Srieuflnnfldfreife tote Me erfte gebildet toith mä^renb 
berfe{be jtcff auf ber ®eraben LA^ in <iner ber AE entgegengefe^tcn 
9li<^tnng fortn>äI}t. 

Stnmerfnnfl« S)afe(be 9tefn(tat l&'$t ftcf^ ani ber 95<fiimmung 

Ui ^rümmnngtfiialbmefrer« folgenberma^en (erUiten. 
aRan t^erlängere ben S)nr4^meffer GD hü er a^l in D^ trift 
nnb iHift D^M^; ti ifi bann ber SBinfel dm^d^ <in rechter 
S)er mit dd^ a(tf ^nr^^meffer befc^riebene Stttii mirb ba^er 
burd^ M^ get»en nttb bem @r)ettgongtf(reife gmd gleich fein. 
9Hatt ^at mithin 95ogen D'M'= ^albfrei« GMD— 95ogen M'D 
= $aibfrei« GMD— »ogen dm=ae— ad=d^L; moran« 
folgt/ bag bie Soolute lm^a eine (Sqcloibe ifi/ totl<it ^on bem 
fic^ über LV nad^ A^ m^ta^nben ^rife D'M^d eraengt wirb. 
4. gur bie togaritbmifd^e ©pirate (gig. 9) u=a^ finbet man 

;,=ur(i+|2a)=^, ba bie Sangente be« ©infeW amn=i7 bei 

£citilra^M mit ber 9lormale =ia ifi. 3)ie ^rojeetion Ui Krümmung«'' 
(^albmeffers auf ben ititftta^i iü aber =u/ morautf (^eroorgebt/ bag bie 
im $oI auf ben Seitfirtf^t errichtete eenfrec^te bie 9torma(e im ^rfimi» 
mungdmittelpunft n trift« an ift folglich ber Seitftra{^l ber Sootute nnb 
AM i^re ®ubtangente. S>a am mit ber (Sooloente in iebem fünfte 
Un nämft^^en äßinfel ß mie an mit ber (Soo(nt< bitbet/ fo ift bie 
(entere gteictffaOd eine {ogaritNifc(»( 6pira(e. 

l 90. 9(nf analoge 98eife »nrbe man bie oben gegebene Xbeorie 
in Stnmenbnng bringen/ wenn (Snroen eine 93ertibrnng oon böberer 
Crbnnng eingeben fotten. (!Dlan oergteic^e biermit la th^orie des 



ti6 gsott ^en Vfpmptoten htx frnmmttt titticn» 

fonctions analytiques par Lagrange, Üftcrft^t t>0U L. A. Grelle.) 

Xncff ftedt man balb ein; baj a<9ei Suri^ett/ {mifc^en bcnctt dneOtf^ 
ctt(ation bcr brittett/ vimett • . » / Crbntttig beilegt/ in i^rem io 
tteinfd^aftUctfen fünfte citterUi S3(ttt(^renbe tinb einerlei oseulatorifd^c 
^reitflinie ^aben. 

@ine bemerfentfmert^e Sigenfcf^aft be« ^rummnnfitffreife« / bie 
iitgleid^ für aOe C6cnIationen von geraber Crbnung 9i(t/ ift/ bai 
er bie (S^nroe in Um ^nnft; wo er fie bttät>xt/ anc^ bnrc^fcf^neibct 
9Bir ^aben nSmlicf^ für bie S)iferen| S unferer atoei 9$erfl(rttns(# 
cnrven einen 9ltt«brnrf i>on ber g^orm a=Mh'»+Nh«»+^ + te./ »oriii 
f0r ^intSnoHit fUine Sertbe t^on h lai S^^fen Don S mit bem M 
erfien ®liebei igk<» ubereinfiimmt 3n bem^aO nn n eine 9$erii^rnns 
i^0n fleraber Crbnnns flattfinbet/ wirb iai erfle bie nngerabe potent 
9on h ent^altenbe ®Iieb fein 3d<bcn jnflleic^ mit h Snbern/ worauf 
fofort (eborgeiit/ bag bie otfcnlatorifc^e ginie unterhalb ber mo 
Untn üinie auf ber einen nnb oberhalb berfelben auf ber anbern 
6eite ber Snn^e liegen mnS* ^I^agesen ent^Stt bei ben S^erfi^rnng«.- 
cnrven ^on nngeraber Crbnnng ienetf erjie ®(ieb eine flerabe Voten} 
i^on h; wonactf lat 3ei4ien Ui SBertdetf oon s ftc^ nid^t toberC/ 
wenn man +h mit — h oertanfcf^t; b. (. ti finbet bann bei nnfero 
Surfen im a^ern^rnngtfpunfu fein 3>ur(ifc|^neiben jtatr, 

f&on ben 9Cf9m4)toten ber frnwmen Sinien. 

§. 91. SBenn ber S^avlor'fd^e 6a$ auf bie Sntwi(f(nng oon 
f(x+h) nidEit me^r anwenbbar ift/ fo fann man eine flewiiTe Oitu^ 
tation nnr infofern eintreten laffen/ a(tf bie SReibe oon F(x+h) nac^ 
bem nSmlic^en ®efe$e fortf^^reitet/ wenigflentf in ber Orbnnng ber 
mit einanber au oergleic^enben ®lieber: biefe S3ebingnng (^5ngt von 
ber eigent^iimlic^en 9$ef4^afenbeit ber ^nnftionen fx nnb Fx ab nn» 
fann nnr anfäaigerweife / b. ff, fiir befonbere Sßert^e bon x itatf<> 
finben. S)amit nnfere (Surben an befagter &teae eine Odenlatiojt 
cingeM/ ^aben wir bann/ einem bem oorbergebenben &\fnU(btn 
Staifonnement infolge/ bie Soefficienten ber erflen ®lieber einanber 
iUidb ivi fe^en. 

ei feien y=rx unb y=Fx bie ©(eic^ungen ber beiben Surbcn ; 
ferner werbe angenommen/ ba$ fx unb Fx in iHei^en nacd Un 



Sott ^elt Sffvmptotett htx fxvtmtntn ^initn* it7 

fancnben ^otcnaeti tn^n x entivicfttt »orten / fo taf jebe tiefet $unN 
tiontn W ?orm (at: 

Ax» + Bx»-b + . • . + Mx-« + Nx"-»-» + , . , 

®inb nun bie esponeotett tiefet (eitert Sittwicf (tittgen ti0 ttt einem 
gemiffen @nete Mx-» tiefelben/ nnt fann man {uareicl^ mit ^&lft 
einiget Sonflanten/ o(^ne Sinfu^rnni) imaginatet ®rö6en/ tie etfieri 
Soefüeienten einantet gleicl^ matten; fo Witt tie 3>ifeteni twif^^en 
j»et tclietigen Ottinoten oon tet gotm fein: M'x-"+tc. $iet- 
^ui folgt/ tag tie eine ^uxh tetantetn fottwädtent n&fftt fommeti 
loitt/ in tem 3Ra$e aii x m8c(»ft/ o^ne ^e iemal« jn etteictien/ tetge^ 
ilatt/ taf feine antete ^ntn ft($ an tiefelte enget anfc^liegen Unth 
tttfofetn fie nic^t ten nämlichen S3etingnngen ®entige leiflet« Unfete 
getackten Sntoen metten temna^^ gegenfeitig ^(fpmptoten )n einanter 
fein* @ine in0 Unenttic^e fic^ etjttecfente Suti^e (eft^t talftet eine 
nnentlid^e 9(naalftt 9on Sifvmptoten/ »eldie tatntc^ gefnnten wetten/ 
tag man y=Fx in eine faQente Steifie entwicfelt nnt ali Ottinate 
tet gefnd^ten ginie tie 6ttmme tet etilen @Iietet nimmt nnt {war 
Ui in einet gewiffen 6teae/ »otin tet Ssponent negatio i9/ otet 
mit antetn ^otun, tag man eine ^nnftion Fx tütet/ teten 9nu 
micfrung mit tenfelten er#en ®(ietetn anfängt. 

i 92. 9lac|»ite^ente 93eifpieU m9gen tad ®efagte etlSntetn. 

1. $tit tie i^9pette( W man: 

S>atan< f^itr tag tie getaten Sinien/ welc^ y—^T i^ ^^^^ 
(Illingen taten/ tie ein)igen getatlinigen 9(f9ttiptoten tet iS>9pette{ fint« 
©affette etgitt fie^ ffit xy=m2, m x=:o nnt y=o »itt. 

2. gilt \it 6nt9e/ teten ©Ui^nng y—j^z;^!!;^ ift ««^ 

tu Mi 9iet in S5tm «of tie Soottinatenacdfen fvmmettifcl» (iegenten 
Sweigen teftett/ et^Stt man: 

y=hx-» + K*/ Otet x=a + } — y-»+ K» / 

je nacttem man tie 9ntmi(f{nng nac6 ten ^otenjen 9on x otet tenen 
^on y 9otnimmt. S)ie @etaten/ teten Oleidbrntsen y=o nnt x=:a 



118 Sott htn itUnhttn 9untttn ebener Surt^em 

fittb^ geben iafftt Slf^mptoten ab. Xnc^ bie i^Dperbet/ meldte bie 
$((^feti ber x tinb 7 ju %fvmptoten titib li }ur $oten} ^at/ ift f^Ut 
eine fo(d[i( 9(ft)mptote : itor ifi bie StntiS^erutifl bei ber (werbolifd^eo 
9(f9mprote bebeutenb grSfer ali bei ber gerablinisen* 

3. affir y»-3axy+x»=0 CSIfl* ^2) ^at ttiiii: 

y=-x— a+}a«x-*— }a<x-3 . , . 

S)ie ©erabe y=— x— a ifl folglicl^ eine «(«mptote; man coo* 
ümirt biefelbe/ inbem man AB=AC=a nimmt nnb bie ®erabe 
BC iie^t. 

4. gflr y^-2x2ya_^%+2ax72_5ax»=0 

ftnbet wanr wenn K0±r2)=p gefe$t »orbens 

y=±px±-^^-^-^ — ^ +Ax-i + . • ♦ 

öp 

JDte ©eraben GF, GH (gig. 13), meWe bie §»ei erften ©Heber 
}n Orbinaten ^aben/ geben folglich bie gerablinigen Vfi^mptoten ber 
vorgelegten Snrve ab. 

93on ben befonbern Vnnften ebener Snn^en. 

f. 93, !Dlan nennt befonbere fünfte einer Snn^ aBe bie^ 
icttigen $nn(te / in meieren üe eine bemerfentfmert^e etgenfd^aft bar« 
bietet. S)erglei(^en fünfte iinb: 1) bie ©renjpnnfte/ b. (. bie 
^nnfte/ m bie Orbinate einen gr8ften ober ((einjien SBert^ erreicl^t. 
2) 2)ie i elf a dien Vnnfte/ »0 mehrere Siveige berSuroe ftcliver^ 
einigen/ fei ti/ bag {te einanber berühren ober bnrc^fc^netben; ber 
gemeinfc^aftlicde Vunft ^igt ein boppelter/ breifadier/ vierfacher. .. 
$nnft/ ie nacbbem bafelbjl {wei/ brei/ vier . . . 3>veige einanber be^ 
gegnen. 3) 2>ie eonlugirten $nnfte/ n^eld^e von berSnrvegan} 
abgefonbert / iebod^ in ber ©leic^nng berfelben begrif en ünb. 4) 3)ie 
%U%i0ni0 ober 95engnng0pnn(te/ mo bie Soneaoität ber 
Snroe gegen tint fefte ©erabe in eine SonoesitSt übergebt/ nnb nnu 
gefeiert. 5)!Die9tfi(f(ebrpttnfte ber erften 9(rt ober Gpi^eti/ 
m mti Siefte ber Snroe ftdi enbigen/ inbem fte ibre eonoeeen Geiten 
gegen einanber fe{iren. 6) S)ie 9t{icffebrpttn(tebertmeiten9(rt 
ober 6d;n5be(/ m bie eonve^e Seite betf einen ber)»ei fic^ vet# 
einigenben ^tftt gegen bie eonoece 6eite M anbern gewenbet i% 



Spit btn htfonhttn fünften ebener Curt^ett* ii9 

Sßir mütn und nnn mit Ut Stuffud^tins bcr 3Rer(ma(< ^efc^&'f«' 
tigen/ »oran man bie (Seiften) tcr (ier anfge)S()Iten $unfu )tt er«* 
feitnen t^ermöge* SBatf (ie Slnfjtnbnng ter ®renspnnfce anlangt/ fo 
mMtn mir im ®an)en H^tlbt SBcrfa^rcn einhalten/ toai mir früher 
)nr 9$eüimmnng ber größten unl (Uinfien ^mfft Ut ^unftioneu 
mitgetifteilt Hhtni miffM ti unnütdig ifl/ hierbei (Sng<r )tt Ht^ 
totiUn. 

^nmcrfung. mu man bie ®reti)punrte Ut (lutH fomol^I 
nac^ ber 9tic|itung ber Orbinaten/ ali and) m(J) iener ber 
Sl^cifTcn beflimmcn; fo mnf man bie and b<r ®Uic|ittng ber 

eurve l^ergrteitete $>ttMtH y' greid^ WnO nnb anc^i =-■ 

fe^cn. S)ie aui bicfen ®te{4inngen ta SBerbinbnng mit ber 
gegebenen gefnnbenen Sßertlfte oon x nnb y fünnen ©ren}«» 
pnnften angebSrem Um fiieriiber )tt entfdieiben/ braudit man 
ititr eine genauere Unterfud^ung ber Surve in ber nacliüen 
Umgebung Iener fraglichen fünfte anaufleOen. 

§. 94. Um ein ^ennieic^en fär bie vielfadien fünfte einer 
gurw aufaujlnbett, fei V = o i^re ©Wdiung unb MyHN = o bie 
S)eri9irte berfetbeu/ mo Y eine rationale Munition bon x unb y ifl/ 
mi Htdf 9Begf(«afttng ber etma oorlftanbenen SBuraelgrügen immer 
bemirft merben fann. 

1. Sali. 6c^neiben fic^ bie SuroenSfle in bem fragUdfien biet» 
fachen fünfte/ fo gibt ti bafelbfi mebtere S3erü^renben ; bie S>erii> 
t^irte y^ mirb ba^er fär bie befonbere Kbfeife x unb bie lugebürige 
Orbinate y eben fo viele ffiert^e befi^eu/ aM fotcf^er 9(eüe bor^anben 

N 

^nb. ^M erforbert megen ber rationalen ^orm bei S^rne^ed — ^/ 

Ui berfelbe in ^ übergebt/ ober ma« baffelbe ifl/ ba$ M uub N 
ffir Jene Sßertl^e ^on x unb y gleic^aeitig oerfclimiuben ({* 47)« 

2, Sali. 83erfi^ren fic^ bie SuroenSüe in bem vielfachen fünfte/ 
fo mirb f bort nur einen 9Bert( daben. @tf merben felbü/ wenn bie 
S5etiilftrung |. S5. bon ber (n— i)ten Orbnung ifl/ bie (n— i)flett 
a>ifferentialeoeffleienten y'/ y" • • ♦ y^-*'^ eorrefponbirenb einanber 
gleich fein/ bagegeu jiener ber nteu Orbuuug j^""^ berfc^iebene SSertN 



IM ffionbcn h€f9nh€xn9untttntitntt tuxtftn. 

für unfcren $unft erhalten. Stttn ifi a^er lit $>ifftttntiafitUl)nnt 
Ut ntcn Ortnttng »Ott bcr Sfoirttt My<»)+ , . . =0/ iti ml(b<t euu 
d^uttg (eine Sßurjcrgröieni^orfomtnrtt uttb M benfeI6eti Spefftcietttot urie 
t)ott y^ 7'^.. itt bcti t)or(crfl(^entrtt3)ifrrcntialgUi4ittigcnbar#cat 3>ie 
leitete QUiäfmi fann ba(^er fär lU $><mixH y^") nur iit Um ^Oit 
i)erfd^icbettc @röiett liefern/ tvenn fomo^I ber Sanier al« ber 9?enncr M 
i^re« Wtttffti fixt ein beßimmte« x unb y t^erfd^mtnben, dt rnng alfo 
tvegen ber erfien S)ifcrentiaIgIei(^nngand^Ngieid^9lua »erben/ iot0^ 

y^ für bcn 93erfi(irttnfltf]»unft ber (SttrvenSfie ebenfaatf bie Sforttt ? 
anneNett* 

Um ba^er bie i>ielfa(6en $ttnfte einer Snrvettt entbeefen/ (ringe 
man ibre ®Iei(^uns auf eine rationale Sfornt y=0/ biferentiire 
folc^e bann unb fe(e bie Soeffieienten M nnb N »eiber 3>ifFerentia(c 
Sieicti Sinn. S)te aui ben ®ieic()ungen M=o nnb iN = o gefunbenea 
9Bert(»e ^on x nnb y/ toü^t sugleicft ber @(eic6nng V=o &o 
niige leiüen/ (önnen bie Soorbinaten oielfad^er $nnfte abgeben. Um 
bariiber jnr ®itoiif)üt }u gelangen/ mni man ben Sauf ber (Snrve 
in ber nSc^flen Umgebung jener fünfte nnterfnc^en/ ti^obei ti nfi$H(^ 
iü/ auf bie 9(n}abl ber reeOen SBert^e {u fe^en/ meiere bie S>ttMtu 
y^ in S3esug auf ben fraglicten $nn(t erbfiit. Segen ber im »or^ 
liegenben ^aüt tiattffnbenben ^bfutitJit ber ®{ei((ttng My^+N=o ge^c 
man jnr 5)ifferentiaIgUi(buttg berameiten Orbnnng Uy^^+Py^^+...^=o 
übet, in melc^er y^^ fofort 9erfc(^n)inbet nnb y^ in ber }weiten Voteni 
oorfommt. pr ben ^aU, baß ^df bie beiben ®ert(e bon y^ reeO 
(^erautffleQen/ ifi ber gefue^te $unft ein boppelterunb bie 93erfi^reno 
ben ber beiben (SuroenKfle merben bure^ iene SBertbe t^on y^ beüimmt 

§« 95. ^aOen bie gebac^ten 9Bnr)eIn imaginSr ani, fo (at man 
einen $unft o^ne S3eritbrenbe/ b. ^. einen t^on ber (Snroe abgefon«* 
berten ober eonjugirten ^nnft. 3n ber Z^at^ ift x=a bie «bfeifTe 
eine« forden ^Pnnfte«/ fo luirb y=fx für x=a reeD nnb für x=:a±b 
imaginär/ menigflentf für Keine 9Bert^e bon h, mtani folgt/ baf 
t>on ben 2>eribirten y^/ y'^ y^'^ « . « not^menbigerweife eine fommen 
muß/ totlifyt für x=a imaginSr ift. Offenbar finbet anc6 bad ttmge.- 
(ebrte Utt/ b, ff. baß/ menn y reen für x=a nnb lugleic^ eine ge<- 
bacbter S>erioirten imaginär mirb/ ber ber SlbfcifTe x=a entfprec^enbe 
$nnlt einen eonjugirten $un(t ber Surt^e 7=fx aHiit. Stimmt 



9$n htn htUnhttn 9untt€n ebener Surt^en« I2i 

matt otttt M/ tai in Ut Steige Ut S>eri9imn j<°> bie erüc iü/ 
»((4c für x=a itttaginSv toirt; fo mufiW ^iffttmMiUidUH hu 
Ut nun Otinum lfy(») + K. = o ter aitf Ut rationale ^orm ge# 
Brae^tcn eieiAttng v=o / für x=::a ibentifc^ merben/ n)ei{ y^°) barantf 
ttidft intagtnfir berm^rgcdcn fann; t. ^« ce niiij für bic Soorbinaten 

eine« tonfuiitun $nnfte( y^ bie Sfor« -~ (efommen. Um alfo bic 

(onittgirtcn ^ttofte bcr Snn^c v=o tt erbalten ^ »irb man abermaM 
ani M=:o nnb n=o bic %m1n »onx nnb y bcrleitcn nnb babontint 
bicienigen bcrfltfficfitigen/ »elcbc tttglcic^ ber ®lci(finng y=o flc# 
nfigctt. 9iir bergleic^en fünfte toirb bie Snrt^e Uint 93erü(ycttbc 
bcft^ctt/ mitlitt y^ imaginSr fcitt/ toSbrcnb x nnb y reeO finb* 

f* 96« (Si tann üd^ creiflnen/ Hi fSmmttid^c ®liebcr ber S)if^ 
fcrcntialgUic^nng von ber tioeiten Orbnnng t^erfcbtoinben. 3n folcl^cm 
SfaQe mu$ man feine 3n<Itt4t )nr S>iiferentialdlei({fttng bon bet brit> 
ten Otinnni ttcbmen/ in melcbcr y^^^ nnb y^^ bann nicbt mcbr bor« 
fommen nnb y^ anf ber britten Voteni erfcbeint. S>tr frafllicbe ^ttttft 
iü ein brcifad^et; menn y^ brei reeOe SBert^c inlfift; im entgesett# 
gefegten SfaUe cciftirt Mn bielfacber ^nnft. Sing matt jnr S>ifercO' 
tialgleicbttng i^on ber vierten örbnnng anffleigen/ fo ^at bic dntH 
cittcn bicrfac^cti/ boppclten ober conjugirten $ttnft/ it nacbbem bic 
vier fBnrtcIn/ ober nnr tmci baoon reeO/ ober aOc imaginSr finb. 

«ttmcrlnng. SBer ficl^ über bie (Sntbetfnng ber befonbern 
ober antfgcieid^neten Snrbcnpnnften nocfi »eitern 9(nffcbln§ oer.* 
fdfafeit toiO/ ben vermeifen wir auf ben tmeiten Vbfctinitt 
be« claffifcben SBerfe« oon Dr. 3f. ^lürfer: Jbeoric bcr 
algebraifci^cn Snrbcn/ gegrünbet anf eine nene Ketracbtnng^ 
toeife ber aital9tif(&ett Geometrie« (S5onn/ bei «botvb snar^ 

m. 1839.) 

i« 97. Snr SrMnterttng m^gen folgenbc 95eifpic{e bienen: 

i. 9Ctt« ay«— x»y— bx3=0 folgt: 

1) . • • (3ay« — x3)y/ •3x2(y+b) = 0, 

2) . • . 6ayy'2_6xV -6x (y + b) = 0, 
S) • ♦ . 6ay'» — 18xy' — 6y — 6b =0. 



m SBott htü bcfonberti %nntttn titntt Surt^em 

5)U muut in y'^/ y'^' ♦ . • finb wcfläcraffcti »orten , mil fit 
in %oiit ber Stccdnung boc^ beirfc^winbeti »itrbcn, 

S(tl« 3ay2— x8=0, x(y+b)=:0. Cötflcjt: 

3 
y=_b/ x=;^3ab^ ttnb 1=0/ y=0, 

S>ie crfien SBert^c ftnb iininläfrig/ n^eil fic ber vorddedtctt Olci^ 
cliuns nic^t flenügen. Pr bie ^weiten SSert^e / nclc^e biefe ®U{^ 
c^uitfl tefviebigeti/ Bcfommt man ay^8=b/ b. (. nnr einen teeOcn 
9Bctt^ für y^: nnfere dutn M fotalicd feine ^ielfac^en $nnfte. 

2, y*-x«+x*+3x2y?=o liefert; 

2yy/(2y2+3x2) + 4x*-5x*+6y2x=0* 
©eftt man: y(2y2+3x2)=0/ x(4x2— 5x84.6y2)=::0/ 

fo finbet man/ ba^ x=o nnb y=o aOein ben verlangten SSebingnngen 
entfprec^en. SDie S)iferentia(dlei(^nngen ber feiten nnb britten &rb<- 
nnng jlnb ibentifd^; bagegen tjl bie »terte: y'H3y'2+ i=0/ bereit 
Sßnrteln imagin&r jinb; ber Urfprnng ifi ba^er ein eonjugirter 
$ttn(t« 

3. gar X*— 2ay8— 3a«y2^2a2x2+a*=0 (gfig. 14) (ommt: 

— 6aCy+aDyy/+4x(i2— a2;=0 , 
-6a(2y+a)y'2+ 12x2_4a2=zO, 

S>ie Snrve liegt in S5e)ttg anf bie Steife ber 7 f^mmetrifc^/ meil 
M in i^rer ®Uict^nng nnr gerabe ^otenjen oon x t^orfinben. Sn- 
Um man (y+a)y=o nnb x(x«— aO=o fe^t nnb biefe ©leicdnngen 
mit ber t^orgetegten combinirt/ finbet man/ bag bie Snri^e brei ^itU 
fadfte Vnnfte daben t'inntf nämlich : 

in D nnb D'/ m 7=0 nnb x=±a/ ' 
ferner in E/ wo x=o nnb y=— a. 

3n biefen boppeUen $nn(ten bitben bie SSerübtenben £c/ Ef/ 
Da/ Db mit ber «bfciffenac^^fe SBinfel/ beren Tangenten f=±ri 
für ben ^nnft e, nnb 7'=±ri für d nnb d' finb. 

%üt bie $nnrte/ m bie 93erfi{^renbe )nr Stbfciffenac^fe paraOet 
ISttft/ mac^e man 7^=0 ober x(x2— a*)=o, ©er erfle SBcrt^ x = o 

gibt y=-a/ b. (• ben ^Pnnft E wieber/ för werc^e» y'= y nn^ 

nid^t =0 ift. Stndft finbet mm tin iDlasimum in F/ nSmti(lfty=|a. 



epnben tcfonbern fünften ebener Snrt^em t23 



S)em mittn SBert^e x=±a eiitfpreclieti ariger beti ^nnftcti D iinb 
D' bie Heitifleri Orbitiateti D'0=dh=— |a. 

6ect matt etiblid^ y'=j ober y(y+a)=0/ fo erbStt tttatt bie 
$ttttfte F ttttb G/ m bie 93eräbrenbe ber ^utH ber Sidife ber y pa^ 
raOel ISttft: ttiatt fittbet ab=ac. 

4. $(U« x*+2ax2y— ay«=0 (gfig. 15) etltfprittgt : 

ay/(2xa— 3y2)+4x(sL2+ay)=:0. 

Slacdbem itt^örberü gefunbett n>orbett/ bag ber Urfprttttg aOeitt 
eitt Dielfadier $unft feitt föntte / flelangt tttatt )nr S>if eretttialgl(ii> 
d^utt^ ber brietett Orbttttn«/ ani ml(btt etitflebt : y'=30 tttib y^=±K2^ 
S>er tlrfprttttg A {fi betttnadl^ eiit breifacder $tttift/ bergeüatt bai bie 
eitte 95eru(rettbe tnit ber »bfeifettadife ittfamtttenfäQt onb bie (eibett 
attbertt Ab/ Ac tnit berfetben eitten SBinfet »ott 45^ tttac^eo/ 

S)ie erentpnnfte H nnb O finbet tnan/ tt^ettn tnatt y^=o ober 
x(x2+ay)=o mac^t/ nStttlicö: 

y =— a nnb x=jia. 

JDie ©rettjpttttfte F nnb G erfleben jld^ atttf y'= J ober 2x»=3y2, 
nStnlic^ : ^=±i a ^6 nnb y=— I a. 

5. S>ie ©Jeicftnn« y*-axy2+x*=o (gfig. 16) liefert; 

1) . • • 2yy^(2y2— ax)+4x« — ay* =0, 

2) • . , 2(6y2— ax)y'2_4ayy/^12x8=:0, 

3) • . • 24yy'8— 6ay'2+ 24x=0. 

3>er Urf^runfl flibe ftc^ M tin breifac^er $ttttft ttt erfentten/ 
ttnb itoar berühren bie »cifen bafelbff bie Sttrve/ mit man y'=o 
nttb y'==i ^ae. 

6. !Die Sttroe (^ii. 17)/ u^elcde burc^ bie ®teic|^ttttg: 

yHx*— 3ay 3+2bx2y=::0 

barflefteOt tvirb/ M9t im ttrfprottg einett breifac^ett ^^tttift 

f. 98. ®eb3rt bie ®(ei(^ttttg in beo fogettattneen esplicitett/ fo 
n^irb bie 9(ttffttc|ittng ber t^ielfad^ett 9^nnfte ttm oiele« (eicbter. $>it 
eittem folc^en fünfte entfpred[ienbe «bfcife mttf bann/ toie toir im 
H6 flefebett baben/ att« bem SBertbe bott 7 eitte SBttrietflrSfe tnu 
fertten/ inbem fte berett Soeffieietttett inm SBerfc^tt^ittben britigt S>er 
&rab jetter SBnrielgrS^e ^Sttgt vott ber 9Ctt|abI ber SttrbettSile ab ttttb 



IM Spn btn brfotibern 9unfUn ebener Sitrt^en. 

Ut d^Eponent Ui Soefüeientcn (cilimmt/ ob ein bUiti S)itr4if(^iiei' 
Un oUt eine S^erü^rnng üatiftnber« Einige S^cifpiete baru(cr. 

1. y=(i-x)r(2-0 8iJt y' = 5pgE=ry 

3n tem 9Bere^e t^on j t^etf^minbet für x=i bie SßnrtelgrSiC/ 
»etc^e in ienem ^on y mieber {um S^otfc^ein lommt. 9(ifo liefert/ 
ber Urfprnng in i (^ig. 18) angenommen/ ic = i einen boppeltcn 
^nnft in C/ wo bie Suroenjfte fic^ nnter einem recl^ten 9Binfet fcdneio 
\>vx, »eil y^=±i. ferner gibt x={ bie ©renjpnnftc in D nnb D' 
ttnb IA=:2 ben ®renspunft A. 

KebnlidSfe (figenfcdafteo bietet bie regcImSgige ^ocale bar/ bereit 

2. 5)le ber ©leidjnng j=(2— x)j^(i— x) ange^ifrige Cnn^e bat 
einen eonjngirten Vnnft/ beffen SlbfeifTe x=2 iü/ mei( 7 in ber 
nScbffen Umgebung imaginSr antff&Ot« 

Sbenfo gibt ber ttrfprnng tintn eoniitgirten ^nnft ber Suroe 
ab / wetc^e in ber ©feicftnng y=xy^(x— b) ibre ©arjteOnng bat. 

3* ©ie Cnroe y=(x-.a)K"x \^x feinen 9ierfa(^en Vonf^/ »eil 
fie nnr wxi einem Mi beflebt. 

4. y=(x-a)2f^(x— b)+c, mo a>b, brilcft bie ©teicbnng ber 
Snroe edfg c$ig« 19) an«/ beren tmei «efte in D bie gemein^ 
fc^aftlic^e S3erfibrenbe ED baben. 

Sin breifaclier/ oierfacber . • . ^nnft wirb ebenfo bitre^ eine 
SßnrielgrÜge vom britten/ vierten . . • ®rabe angebetttet. 

«nmerfnngen: 1« Unter ber 93oran(fe$ttng von a<b wirb 
ber boppelte $nnlt xr=:a/ 7=0 tugteic^ ein eonjngirter« 

2. Jtommt in nnferer (e^ten ©leicbttng (x— a) anf bem Jtnbn< 
vor/ fo ^at mM in biefem boppetten 9^nnfte filr bie beibeo 
«eHe y=c/ 7^=0/ y''=o: bie beiben «efle befl(jeii bemnac^ 
in ienem Vunlte einerlei OfeittationMrei«. 

h. 99, S>ie eetracbtnng ber oerfebiebenen Sagen ber Sierilb^tni» 
ben fann titr Unterfncbung ber ®e0alt einer Cnroe bienem S^er«* 
gleichen wir nftmlie^ bie berfefben SCbfeiflFe angebi^rige Orbioate ber 
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eum 7=^fx mit jener ber btircft bcti Vuntt (x, y) getegteti »erfi^renbcn ; 
fo Mcn wir (Sig. 20 nnb 21): 

9ttffmtn »ir ttitn mieber h ^inlStiglii^ tUin an, bamit batf Set^ 
(^cti t^on iy^'h^ Hi Ui SRefle« ber SHei^e abgibt; fotoirb bie Orbi^ 
tiate bcr Sur^e* gröger ober f (einer aU jene ber S3eriibrenben fein / 
je nadftbem y^^ pofitiD ober negatio ifl. S)ie frumme ginie ifl ba(»cr 
bei einer pofitioen Orbinate gegen bie 9(ct^fe ber Slbf^fen ergaben 
(convex) im erflen/ unb bob( (concav) im ^weiten %aüt. S3ei ne<> 
gatioen Orbinaten finbet offenbar batf ®egentbeU flatn Attr) eine 
Sttn^e ifl in irgenb einem $un(te gegen bie 9lbfeiffen^ 
ac(ife eon^eg ober eoneao/ je nae^bem y nnb y^^ ba< ent> 
gegengefe^te ober baffelbe Sßorseic^en baben* 

Stir einen fogenannten SJeugnngdpnnft/ too bie Soncat^itSt in 
^owttit&t ober nmgetebrt übergebt/ mirb folglich y^' fein S^idi^n 
Snbern/ ma« erforbert/ bag für fotcben $ttnft y^^ 9lna ober nnenb^ 
lieft »erbe/ <i fei bann/ bag y gUicfttettig mit y^^ batf S^ieften mecfttfU/ 
in ml(im ^aOe übrigen« / mie mir ba(b anifübrUcfter feben mer^ 
ben/ ber betrachtete $unft anf ber 9(bfciffenacbfe Hegt. 

§. 100. Um in entbecfen/ ob ficft an einem ^nnfte (c^; ß) ber 
Snn>e y=rx eine bemerfentfmertbe (Sigenfcbaft barbiete/ b* b« ob ber<> 
felbe in ben fogenannten befonbern fünften gebore/ mng man ben 
Sanf ber Snroe in ber 9l&\ft Ui fraglicben ^nnftetf nnterfncben. 
mt nnterfcbeiben iu biefem 93ebnfe iivei ^anptfäOe. 

!Der erfte ^anptfaO ijt ber jenige/ in melcftem bie ^ntmitf^ 
Inng bon: 

für h ttintn gebrochenen Deponenten mit gf rabem 9len«' 
ner entbiilt. S)ie Soefüeienten finb reeO/ meit fonft ber $nn(t 
iin conjngirter »fire; ferner jtnb bie ©rößen h*, h^ . , , reeß/ 
mtdti Seieben h and^ baben mag: bie Snroe erfireft ficb bicrnacb 
anf beiben 6eiten bed ermäbnten $nn(ted («/ ß) bin. 

1* S)ie Zanlox'f^t bleibe anf r(cx+h) angemenbet/ fei in bem 
Itteiten ®nebe Ah> fcbon nnsnläffig/ b. b* a ein imifcben nnb 1 
tiegenber 95rncb« S>ie S)erioirce y* wirb bann nnenbticb (§. 43)/ 
nnb bie bnrcb ben $nnft («/ ß) gefübtte 93erübrenbe 0ebt fenfredfft 
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atif Ut StafcifTenac^fc SXfmntiircit »tr in 93e{]ts auf b^ fo 
entfielt : 

f/(«+h)=aAh*-»+ . • • , f^'(a+h)=aCa-l)Äli—^+ . . . 

3)cr 9Bert^ t>0tt f'(a+h) Ment iUt bastt/ bic Slid^ttttig bcr bitrc^ 
Un Ut ^(ftfciffc ce+h entfprec^entett ^nntt %tfufftttn9tt&tft(nUn an« 
lugcfteti/ inbem ti im ttntttti ift/ ob x ober fa aU variabel in OC^+h) 
angcfe^cti »itb (§• 42). S>ai 2ti(t)tn von AK«' nnb feiner 3>eri9ir# 
tett entfc^eibet nun nier Ui ber ganten Steige/ »enn b fe^r nein 

if{. Unter ber Xnnal^me/ baS a ein S$rnd^ -^ mit nngerabem 9ten^ 

ner ift/ mirb lafftx bie (^nr^enorbinate f(a+h)/ menn m ebenfaU« 
nnserabe 19 f auf ber einen 6eite ber berndrenben Orbinate ma^ifen 

nnb auf ber anbern 6eite berfelben abnehmen/ ba A^^h« feinSei^ 
dien mit h Snbert. (Stf ifl foIgHct» ein SSeugnnstfpnnft i^orbanben in 
ber $(rt/ mie ti bie Figuren 22 nnb 23 {eigen/ |e nac(ibem A pofitto 
ober negatio ifl. Unb in ber %\fat mdfitit P^(a-f-h) audf batf Sei' 
(den mit h roeil bem k^tern a— 2 in bem erflen ®iiebe einen no.' 
geraben 9tvontnttn m— 2n ^erfc^aft: bie (^utue menbet baber einer# 
feitt ibre (SoneaoitSt unb anbererfeittf ibre (^onoegirSt gegen bie 
3(bfeifrenacbfe bin« 3n ben Figuren 22 nnb 23 finb bie ®(eic|iungen 

y=^+(x— a)^ unb y=i3— (x— a)^ eouftruirt worben. 

3fi bagegen m eine gerabe S^ih fo bat A f^h» immer batffelbe 
Seieben »ie A^ »elcbe^ aucb batf ))on h fein mag: bie bieftfeittf unb 
ienfeittf oon ß liegenben Slacbbarmertbe merben baber im SBacbfeU/ 
»enn a pofuiO/ unb im Sibnebmen begrifen fein/ menn A negatio 
iil: wonacb iU Suroe bie in ben S^iguren 24 nnb 25 gegebene Oe*- 
flatt bat unb einen 9tfl(({ebrpunft ber erflen S(rt ober 6pi&e bar<- 
bietet» 5)a« Seieben oon P'(a+h) ifl offenbar in bem einen JaO 
negatio / unb im anbern poittio/ fo bag bie Suroe auf beiben leiten 
ber berübrenben Orbinate ibre SoncaoitSt ober Sonoe^itat gegen 
bie Vbfeiffenacbfe biutoenbet/ ie nacbbem A Ui Stieben + ober — 
beft^t« S)ie ®Ieiebnngen 

baben in ben Figuren 24 nnb 25 ibre geometrifc^e S)arfieaung. 

2. ©er Sawlor'fcbe 6a$ fei bei ber entwirflung oon f(a+h) in 
ben beiben erjien ©Webern nocb awWfJg/ b* b* a=i, b>i ; bie ©erioirtc 



f}«ti htn »efoitbern ^untttn ebcntr Survcm i97 

7^ ifi aftfbantt titelt me^r itoenblic^ itnb mati (^at A a(0 Sßert^ 
fär bic trigonometrifc^c 3;angetite be4 SBitife»/ mt(f)tn mit ter 
ICKcifTenacfifc bie bttrcff bctt $iiti(t (a^ /?) gcUgte 95erti^re0t€ madftt. 
S>ie le^terc ISttft |ut «c^fc ber x paraQcl/ wctitt A=0/ «nb fd^ticibet 
bicfe ®erabe unter einem SBinfel ^on 45^ menn A=i/ u. f. w.» 

9(tt< ber 3ttf<^mtnenüeaung ber Sttttfbriicf e : 

f (a+h)=/3+Ah+Bhk+ , _ , 
f/(a+h)=A+b/?h»-" + • • . / 

ergibt fi(6/ toenn ber (Deponent eine flerabe Zai^l ober ein 93rnd^ mit 
gerabem 3Sb(er iü/ ba$ bie Snroe feinen bemerfendwertben Umflanb 
im $ttnft (a, ß) barbietet/ meit fie beiberfeit« oberhalb ber f&txütf^ 
renben/ »enn b pofttiv/ ttnb nnterbatb berfeften/ »enn B negatit^ 
ift/ toeiter gebt ; babei n)irb bie S)ifferen) ber Orbinaten biefer }mei 
£ittien bnrcb Bh» +te. antfgebrätft. 9(ttcb fiimmt/ »ie man ftebt/ 
ba* Sefcben i^on P^(a+h) mit jenem ^on B ßberein, 

S)em 9orriegenben ^Mt entfpricbt bie ®Ieid^ung: 

30 inbefTen A=0/ fo finbet tin ^nasirnnm ober 9Rinimnm ftatt. 
6« gebart bieber bie ®(eicbung: 

3fi b eine nngerabe 3<^b( ober ein 95rn(b -^ mit ttngerabem 

3«^Ur/ fo änbert Bb^ ober Br(^") fein Scicben mit h, monacb 
bie Orbtnaten einerfeit« im SBacbfen/ anbererfeitd im Stbnebmen bu 
griffen fmb» ©a^felbe gitt loon f^'(a+h)/ »eit ber g^ponent feine« 
crüen ®Iiebe« ebenfaO« eine nngerabe S^bt h—2 ober ein 9}rncb mit 
ttngerabem 3ä^I« m — 2n ifl. 3m qsunfte («//?) tritt baber eine 
93engnng tin, beren S^efcbaffenbeit ^on ber Slicbtnng ber 95erfibtenben 
nnb oom 3tl(iftn ber @tHi b abd&ngt* Einige 93eifpiele bierüber: 

1) y=x+(x-«)»; 4) y = Jx+(x-a)f (gig, 26); 
2D y=x-(x-^«)»; 5) }=--(x~a)f (gfig. 27); 
3) y=;^ 6) y=-x+(x-a)3 (gffg. 28). 



128 B0n bell htfcnhttn ^tinften ebener Suvveti. 

S)ie S3erii&renbe mac^^t mit Ut Slbfeifreoae^fe einen SSinfel 9on 
46« in (1) nnb (2); einen SBinW i^on 136« in (6); in (3) nnb (5) 
i&uft fie in biefer »c(^fe pairaUet. 

SU b eine ganse 3«^!/ t. (. 3/ 5/ 7 . « . / fo ^erf(fitt)inbet 
y^^/ wobei ein &()n(ic(er 6a$ / mie ber für iai SDlaeimnm an feinem 
Ort angefüi^rte/ gilt. 3febe ber SBurieln bon y^^=o (ann namlicff 
nnr infofern einen SJeugungtfpnntt liefern/ M bie erfie ber nic^t 
berfeftwinbenben ©eribirten y''^ y'^ ... bon nngeraber örbnnng ift* 

3m ^aO/ bag b feine ganje 2^^i ift/ (at man / ba e« bie 
Cln^eit übertrifft/ y''=o ober =i/ je nacjbem b> ober <2, 

{. 101. mt ge^en |e$t jn bem feiten i^anptfaQ fiber/ in 
toelc^em bie (Sntn)icf(nng oon r(a+b) einen geraben SBuriefegponeno 
ten enthält. ®ie eine ber örbinaten f(a+h) ober f(a— h) mtrb bann 
imaginSr/ mS^renb bie anbere smei SBertl^e 1)at, mil eine SBnrjeU 
grüge mit gerabem Deponenten batf 3)oppe(|ei(^en ± )ii(ägt / morautf 
^erborge^t/ bag bie Snroe ft4^ nnr anf einer 6eite bei fraglichen 
$un(te0 mit if>ttn jmei Slejlen erftretft, 

1. S>ie 3;at9(or'fc6e Sntmicflnng fei im imeiten ®{iebc fc^on 
unbrauchbar; a liegt mit(»in jmifc^en o nnb i nnb bie Otbinate »irb 

eine 9^erti()rettbe. S>a< ®lieb ± A;^h» tcigt/ unter Ut^nnaffmt oon 



m 



^ , mo n tm gerabe 3alftl barüeOt/ ba8 ber Vnnft («/ ß) in 

ber SRic^tttng ber 9(c6fe ber x eine ®ren)e ber Snrbe abgibt* ®ie 
W bie Sorm i^on nmq ober N'MQ^ C3<g» ^9)/ je nac^bem h mit 
bem pofitiben ober negatioen S^ic^^n genommen werben mn0. 

©abei ifl eine ber Orbinaten >ßf bie anbere <ß ober PM» 
SCttferbem ift für bie 9tac^barpttn(te ^on M ber eine SBert(^ bon 
f^^a+h) pofuib/ ber anbere negatib/ morautf folgt/ ba0 einer ber 
3meige nm feine SonoeKit^it nnb ber anbere feine ^oneabitSt gegen 
bie Stclftfe ber x ^in inmenbet. SBon ben ®Uic|inngen; 

y=h+x+(x— c<> nnb y=k+x±(a— x)* 

entfpric^t bie eine ber Snroe QiMN/ bie anbere ber Suroe Q^mn^ 

^ommt aber ber gerabe Sßurjefoeponent in einem ber auf Ah> 
folgenben ®Iieber bor/ fo ifl für bie angrenjenben ^nnttt ß<((a+h)f 
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»enit A pofttiD iü; \>ai erttgeflengefe^te finbet für ein ntmi^ti A 
f{att/ bem erftcn ^aOe entfpric^t bie Surt^e QMN/ bem smeiten bie 
5nr»e Q'mn' (glj. 30). Ueberbic« fu^t man, bag ^ter F^(a+h) 
ttttb A \^erf(^iebene Seichen Hbtn; ti i\\ la^tt ein ^&dU1)tpmtt 
ber itotUtn S(rt ober ein 6ci^na6e( i^or^nben« iDie ®(eic(^ung 



liefert (icrin ein 95eifptel. 

^ie (^uroe liegt auf ber tinfen 6eite ber (erti^renbcn Orbinate pM/ 
»enn h negativ genommen werben mag/ um f(a+h) reeS )n machen. 

2* 3)ie XaxjUt'i<fft bleibe metbe erfl jenfeit« M tmeiten ©Hebe« 
ttotrancl^bar/ mU(»in a=:i ; bie Sonfirnction ber 95ero^renben im 
^nntt («/ ß) \Kit bann feine ©c^wierigf cit. ^at \>ai ©Heb Bh^ einen 

geraben SBurjelesponenten ober iji e« oon ber gorm ±B;?^h'»;fo 
liegt ber eine Snroenafl o^erbalb/ ber anbere nnter^a(( ber 93erö^' 
renben; »e» Y=/3+Ah bie örbinate biefer ßinie barftettt: ber ange^ 
beutete $unft mirb U1)tx eine 6pi(e abgeben. !Dlan b^^t ferner y^^ 
StttO ober unenbHcli/ je nac^bem b> ober <2 i% i^ierber gebüren 
bie ©teic^ungen: 

2y=—i~x+2(i— x)a (Sfig. 31)/ nnb 

y=/3+x+(x— a)^ (gig. 31), 

bei melcber lebtern bie 93er(ibtenbe ffir x=a einen Sinfei oon is^ 
mit ber Sibfeiffenacbfe macbt* 

^ofgt Ui mit bem geraben äBurjelegponenten oerfebene ©lieb 
auf BK^ / fo reicbt bie ilo^t ^Betrachtung Ui Stidftni von B bin/ 
um iu entfcbeibeu/ ob bie brbinate ber Suroe ober jene /^+Ah ber 
S&erübtenben größer n^erbe. @tf mirb bemnacb bi^tr ein 6(btiabe( 
ober 9tä((febtponft ber smeiten $(rt oorbanben fein. S)ie burcb bie 
©Ui^ongen 

y=:^+x+<xx^'\'hT\^ nnb y=:/3+x— f<x«+b;^x5 

bargejleaten Snroen Qmn unb Q^mn' (gfig. 33) gebSren bierber. 

$. 102. Raffen mir aüti üitt lU Mimdifymta $anft( tcr 
(Snmti ®(fa9t( fnr) )ttfamm(ti / fo ^a^cit wir folflcnte 9lefit(tat<: 
1. Sfiiv ®r<ii)t>ttnfte i^ y' 9lua o^er m<nUi^. 
II. Ob. 3«. en((. 9 



ISO 0011 hin htUnitxn 9unfttn thtntt eurteit. 

2. gffir bte SbmnHivnnttt ttob 6yi$eit mirb 7^^ SlttO ober 

8» fUti Um fStHunmmUi mui bte Sttn^e fomodi für %ie 
K^fciffeti/ mldit junScIifi neiner/ a» aud^ für itntf mld)t iun&^9 
itHtx finb/ M lU XbfcifTc flcbad^tcn fünfte«/ rceac Cviiaatcn lat^ 
Utttn; »S^rcnb iti Un SRucCtel^rpittiftctt iic 9tac|i6arc0orbinateti (inet'- 
fcitf tcrfeKeit veeO/ anUtttUM imoginfir attdfaacti. 

4* Um bie (cfonbevn ^ttnftc ju finbcn/ mug tnati bie iDerioim 
M7'+N=30 bcr ©Uic^Httg ^(x/ 7)=o ber Sttroe iudftn. S>U btU 
Un (SUidfUHtn M=o unb N=o in Sßerbinbttng mit jener bev ^tu 
titttn bic Soorbinaten ioldttt ^nnftc bar. 

i. SRan fann cienfo bie ^erioirte ber tmciteo Orbnung ober 

jene wn 7'=—-^ nelime»/ »a* iibt f^=^^ ©ie an« ben ©lef«- 

((nngen Q=o unb N=:o ffir x unb 7 gefnnbenen SBertbe/ welche anc^ 
ber ©Ui^nng 9?(x^7)=:o genfigen/ (ünneo befonbern Vnnften an-- 
ge^9rett* 

6. Sflr bie anf foldfte tCri erbaUenen ^nnfte mu6 man bie enr« 
»icftttng oon f)(x+h) beflimmen/ ober oielmebr bie 9$efc(affenfieit ber 
^uroe in ber Stade biefer ^nnfte nnterfuc^en. 

7. 2)a bie SlticCrebrpttnfte ali oielfac^e $onrte angefe^en mer« 
ben tinntnf fo U$t ftc^ bie für bie (entere gegebene 9tege( auc^ ffir 
bie er^eren anroenben. 

8. Sei ber 2)idcuffton ber ©(eic^nngen fann man bie (SntwicClnna 
oon 7 in eine nac^ ben fleigenben ober faOenben potenten oon x ge<- 
orbnete Steibe gebranctfen. Seicht (äffen ftc^ fo bie ©renjen ber flnt^tf 
wenn ite beren bat/ ferner bie gerabfinigen ober frnmm(inigen ^{m^^ 
toten fär i^re in'i Unenblic^e fid^ erflrecfenben Stocige ermitteln. 

3ttr Uebnng moOen mir noct» fotgenbe S3eifpie(e b^rfe^en: 

7=x +y-(T—i)9 ; y=x« + Tx^ ; 

7=i2+r(«-i)^ ; 7=^"+r^« ; 
7=rx»+ax ; 7=r(^-«)'^+» ; 

7=r(x-l)«; y=^_rx2; 

7=;x2+r(x-l)«: )=x«+x2-r*^ 



iS^n htn (efonbevn fünften chtntt üntptn* tst 

..1 .1 I .-...11 , f 

9(nmer(ttngen: u Um Hi 3)afdn tinti SdtufiumivnntM 
an Ut burc^ x=a ititidfntttn ettüt {u ertetinett/ fanit man 
aud^ mtttfnOitn, ob bieSitroc an bem fraglid^ett Quarte i^te 
Sittüffttnlt iut(bi<S)ntiUt , t* 1^. ob für lit ^biiiütn a+h anb 
a~h/ bei Keinen 9Bertben von h Orbinatcn fi^ ergeben/ tto<* 
9on bie eine Heiner unb bie anbere größer i^ ali bie ben 
o(iniIic^en,9(bf(tfren entfprec^enben OrbinatenienerSSerü^renben* 

3. gfir bcn SXücefebrpnnft ber {weiten 9(rt ((ifit fidb ani bem 3)if' 
ferentialcoefftcienten y^^ (eine S}ebingungig(eic()ung »ie für ben 
9täc((ebrpnn(t ber erflen 9(rt anffieOen. ^tnn biefer Soef* 
üeient y^^ änbert in einem folc^en ^tncftebtpnnft ber iweiten 
%xt fein Sciclien nic|it/ mi^li er niclit 9tna ober nnenblic^ 
itt fein brauclit. ^Dagegen »irb gebadeter Soeffieient für 
x=a+h/ Um x=a einem fotc^en $nnfte angehört/ fnr ((eine 
«Bertbe ^on h {m<i SBertbe oon einerlei Seichen befi^en* mn 
man baber entbeden/ ob bie Snroe y=fx fnr x=a bergUic&cn 
fünfte barbiete/ fo wirb man fnc^en muffen/ ob x=;=:a einen 
einaigen ffiertb für y liefert/ ferner ob y für x=ci— h ima^ 
ginSr wirb, «nb y" für x=a+h ^mei SBertbe mit einerlei 
3ei(fien befommt. Qo j. S5. vereinigen ftcli bie beiben 9Cefle 

ber enroe, »et*e bnr* bie fe*fte y=x2+xi ber i^ier oben 
fie^ben Gleichungen bargefieOt wirb / im ttrfprnng nnb geben 
nidEit in bie ®egenb ber negativen »bfeiffen über/ weil bann 
y imaginär anifüttt. 2)ie beiben »nfbrücCe: 

y/=2x±{ x^ / y^'=2± V X* 

leigen/ baf bie awei SuroenSf^e sur gemeinfdbaftHctfen S}e# 
rfibrenben bie Sibfeiffenaclife baben/ nacfi welcfier beibe ibire er^ 
^abene 6eite binwenben» 

3. affir aOe Vnnfte, welcbe y'^=o geben/ wirb ber Ärfimmnng«*» 
balbmeffer nnenblt* groi/ wäbrenb für bie fünfte/ welche 
y//=j machen/ ber ÄrümmungibalbmefTer WnO wirb. 3n 
beiben SfüOen (Sgt bemnac^ bie Suroe an gebacbten Vnnften 
feinen fogenannten DJenlatlonöfrei« jn; fonbern e« fommen 
im erften 3faae bie »erübrnngifreife ber ©nroe nm fo nSber/ 
|e gräfler/ »nb im »weiten "S^ütf it fleiner ibre Stabten werben. 

9* 



7 



I52> fion hin Itnmmtn flfUc^en unb 

4. gsait nennt tieienigen fünfte einer ^ntUf Ui ml^tn ftdft 
für t>U %(fdfren x+h nnt x— h; mo h fiintfingltd^ tUin iu 
tac^t wir^/ reeOe Or^inaten ergeben nnb y^^ ntH noc^ einigen 
^öjern ©etfiüirten y^^'/ y'^** • »erfd&winben/ ©ctfUngen^ 
9nnf te/ nnb }war ftc^t^are ober nnftc^tbarc/ je nac^bent an 
\>tn angebenttten 6teaen eine 93ettgung ber Suri^e flattfiabet 
ober nidftt. S>ergleic(en 6cl&(angenpunfte entfiel^en/ wenn in 
9o(ge einer befonbern 93efiimmnng ber^^onftanten/ »elc^e anf 
bie ®tMt ber @nrt)e (Sinflufi H^tn , mehrere äJengnngtfpnnfte 
ficfi in einen einjigen vereinigen ; babei »erben fie nnftc^tbar/ 
»enn bie 9(niabt ber infammenfaDenben SSengnngen gerabe/ 
nnb fidSitbar/ tt)enn biefe 3a()( nngerabe ifi« 3n folgenben 
twet SSeifpielen bieten fic^ biefe Umfiänbe bar. 

1) 2)er ©Ui^nng y=i*— (a2+b2)x«+b2a2 entfi>ri*t bie Snrbe 
FCEG CSig. 34)/ weldSie imei SSiegnngen in c nnb D |iat* 
göt a=b=o vereinigen ft* bie vier ^nnfte B, C/ D, E in 
einen ^nnft A ($ig« 35)/ nnb bie 93iegnngen in c nnb D 
geben gana verloren. 

2) ©ie ber 0reii*nng y=x^— (a2 + b2)i8 + a«b«x ange(9rige 
(Snrve (Sfig. 36) beft^t brei SSiegnngen in c, A nnb E^ nxldft, 
wenn a=b=o »irb/ ficj in eine einjige A (5ig. 37) oer# 
»anbeln. 

SBon ben frnntmen ^Ud&en nnb Kurven boppelter 
i^ruttimung. 

§. 103. e« feien z=f(x, y), z=F(x, Y) bie ®rei*ttngen jweier 
frnmmen dl&dftn. SDamit biefelben einen gemeinfcfiaftlidSien $ttnft 
(x/ y; z) babem mu6 für einerlei Orbinaten z unb z beitigli^ x=x 
nnb y=Y »erben. ®eben mir auf jeber ber beiben CberflädSien su 
einem anUtn, ben SibfcifTen x+h nnb y+k entfprec^enben Vnnfte 
über; fo tSnnen mir bie ba{u gel^ürigen Orbinaten/ ber dtbffirtnttg 
falber bnrd^: 

z + pii + qii + frh2 + shk+{tk2+ tc. nnb 
z + Ph+Qk + jRh2+shk + iTk2+ ^(^^ barfleaen C§. 5i). 
S)er 9tbflanb ber beiben Oberfldc^en / im 6inne ber Crbinateti 
z/ beim ilbeiten betrachteten fünfte/ toüxt ^iernac^ fotgenber: 

CP-p)h + (Q-q)k+KR-r*)h2+ te. 



antJ9tn t>opptlttt Sttümmttn^. rss 

^<\t matt P=p itttb 9=q/ b, i. ftnb Ht pmitütn ^iffttmiaU 
cotfUcUnm von Ut erfieit CrbnntiB itnfcrer ^unltiontn UiUinnü^ 
mdfc einanbcr flleic^; fo {ibcricitgt man ftctf Hlh bttrcfi citu SbnlicfiC/ 
tvieim §.s4 übtt bieStiroc attfletlcOtc SSetraclitttttg^ ba$ eine britteCbcN 
flSctfC/ id »clever jene ®(tcber nic^t 9(rf((tt)inbcn/ in bcr Mfft Ui io 
meinfc^aftlic^en fünfte« au^crl^alb ber beiben erjicn CbcrflScIien faOen 
müffC/ imifc^cn benen bemnacfi dne 9$ernbrunfl ^on ber crften Crbnnng 
fiattfinbet. 2)ie 93ern^rnna iü bon bcir {Wdtcn Crbnnng/ wtnn M^tu 
Um bie S>ifcrentiar(ocfficienten 9on ber imeiten Orbnung beitedungi« 
meife dnanber gleich ftnb/ ober: 

R=r/ S=s/ T=t, 

Sßir mUtn Ui ®efAgte tnnSc^il auf bie SNne anwenben/ beren 
®teid&nng ift: 

Z=AX+BT+a 

3>a ^ier nnr brd iSonflanten borfommen/ fo fann bie Sbene 
mit ber %l&dft nur tint 93ern^rung bon ber er^en Orbnung eingeben. 
S)ie 9$ebingung/ ba$ ber $anft (x/ y, z) anf nnferer ebene Hegt/ 
gibt: z=Ax+By+a ferner 1(1 p=a, q=B/ wo p nnb q fibticfier* 
meife bie ani ber ®iei(finng ber frnmmen S(S(^ezz=f(x/ y)/ beren S)iffe^ 

rentiat dz=pdx+qdy ifl, bergeteiteten Sttnf tionen ^ / -^ barftetten. 

2)nr4 @(imination oon A^ B/ c entfiebt: 

Z-z=p(X-x)+q(Y-y) • • • (A) 

al« ®(ei(|inng ber bie ^(adfte im $nnfte (x/ y/ z) berübrenben 9Unc, 
^üt man einmal bie ®(ei(|iung ber 9$erübrnngiebene gefnnben / 
fo l&^t ü(^ mit grofier Sdcbtigfeit Mü bcrteiten/ »a« anf ibre 
£age S$e|ng bat. 60 i, 93. ergibt ficb für bie Sßinfet g>; ^l^f ^/ 
»etcbe biefe 9itnt mit ben Soorbinatenebenen ^jf xz/ yz macbt: 



COS<i> = 



3>ie ®{eidbnngen ber 9torma(e/ b. b. ber anf bie S5eräbiitngi^ 
ebene in bem Vnnfte/ 100 fie bie Cberilficbe trift/ erric^iteten etnU 
ti^ttn finb folgenbe : 

X— x+p(Z-z)=0, Y— y+q(Z— z)=0 • . . CB)» 



184 Son ben ftummett 9Hditn nnh 

%üt iU Sätiflc s UHtniitn ZIftili Ut ^tnmalt, welcher ir»U 
fc^ett Ut m^Untn C6crflä4c mi Ut ^lootiinattntbtnt nj N^tt^- 

%nmtttuni. 5Dic ®(cictfiing (A) bet fStt&l^tnniititnt für 
ben ¥unf t m (x, y, z) einer 5(a*e z=f(x, y) (Hgt ^c6 btir* 
yerfctfiebette 95(tra(|itunstfn)eifen ^erUiten. Sine bet gemü^tinc^" 
flen ift folgenbc/ wo man gebuchte ebene a» ben geometrifcbctt 
Ort ber 93ernbrenben fämmtltd^er @:ttroenf(&nitte anfielt/ ibc(4e 
entfielen/ »enn man burc^ bcn $unft M beUebig bieU SbenenUgn 
SSir bemerf en Uiialb boreril/ bag bie ^roieltion ber ^erö^retibeii 
MT irgenb einer Surve im SXanme mit berSSerül^renbettM^T^ 
ber $roiett{0tt ber Snrbe iufammenf&an 3i<Un mir ttSmUd^ 
bnrctf einen bem M nabe lieaenben $nnft N bie euantt mn^ 
fo mirb idre ^rojeetton m^n^ bie ^rojeetion ber Surbe tm 
$nnfte N^ treffen/ me((6er fic^ mit N auf einer mit MM< 
»araKelen ginie n^n beftnbet. S>iti mirb jieberieit ber 9^0 
fein/ mie tiabe an einanber bie fünfte M nnb N auc^ liegen 
mügen. SRebneireti jtc^ mitbin biefe beiben fünfte auf einen 
einzigen M/ b. b. gebt bie 6eeante mn in bie S5erit(irenbc 
MT üUtf fo merben aucb bie fünfte M^ nnb N^ ftc^ iti eiue« 
ein}igen M^ oer einigen/ b. b» ti mirb bie ^rojeetion m^n^ 
mit ber ^erübrenben Ma*^ lufammenfaCen. 

S>M borauigefcbicft/ legen mir nun burc^ ben ¥un(t (x, j, z) 
tint beliebige Suroe/ beren eine ^rojeetion y=g>x fein mag/ 
unb beren imeite bemnactf z=Cx/ g)x)=^x boOflSubig beftimmt 
fein mirb; fo ffat bie SSeru^renbe ber Surve im Staume foU 
genbe (Sleic^ungen : 

mo X/ T/ z bie laufenben ISoorbinaten ber 95erti(renbeit lo 
teiclinen. ei ift aber: 

dt/^_df , elf dy S<p 

moburd^ bie bor^e^enben eieic^ungeo in: 
^-^=57^^-^^' z-^=(p+q5f)cx-iD tlberge»eti* 



^utd) (Sliminatiott Ut iU Uf»nUtt (Sttrve pattmUttifittnUn 
^ttnctioit ^ ttctiit fi(& Ali ficomttviMer Ort aOtv 99(rii(ir(it* 

Z-z=p(X-0+ q(T— 7). 

$. 104. Selchen @(6ran(^ man «on teit etUid^ttngttt CA) unb 
(B) mat^cit fünnc/ »(rbctt na^tlftüU fbtiipUU idgeti. 

1. eine »«ttrf*<ibatb« gfflrnfcftaft b<r «»«ttbriWtit gflfi^en i^, 
bal bie tansirenbe eteiie b(rf<(6(n in jlcbem fünfte paraan mit btr 
((»(flHt&en ev)(ttgttns«nni( fein »irb. Um biefe Sbatfac^e analDtift» 
«««inbrflrfett/ feien x=az, y=bz bie geteöenen ©lei^nnjen einer 
®er«bett/ »ele^e burc^ ben Urf^rnng fle^t unb ber erteuflenben ®t» 
raben pnuM t^nft. S>mit nnn bie berä^renbe ebene mit ber er« 
lengenben @eraben yaraOel werbe/ ^aben »ir nae^ $. 33 ber ann« 
rptif<$en 0eometrie im SRanme bie SRelatlonj ap+bq=i; nnb bie« 
ift bie aO^emeine eiei^nng aOer minUt, ml<itti anc^ bie Curve 
fein mag/ bie bie S^eme^nng ber Srieudanfl^Hnie leitet. 

2. S>Ai (^arafteriftrenbe SRerfmAl ber fonifelien ^lac^en 19/ 
baf i^re tangirenbe ebene immer bur« einen beflimmten $ttnft 
(öc^eiteO ge^en muffe. 6inb ba^er a, b, c bie Soorbinaten biefe« 
IJnnfte«/ fo gibt bie ©leic^nna (A), wenn x=a, T=b, fcsc jefeftt 
wirb: z— c=p(x— a)+q(7— b) üli attgemeine ©leii^nng ber fonl- 
fc^en gifteten/ r»U anc^ i^re 9$a|t« befc^afen fein mag. 

3. 3>ie (on0ibif(»en %mtn (»ti<lUttO, b. ». biejenigen $lfi« 
Oftn, weld^e bnrc^ bie S^ewegnng einer ®eraben entfielen/ bie immer 
bnrcft bie 9C4fe ber z nnb eine gegebene Surve gebt/ w^bei üe ber 
ebene xj pmütl bleibt/ befi^en bie eigenfc^aft/ bau i^re tangirenbe 
ebene üe in einer ber xj DaraOelen Oeraben beräbrt. S>ie« «nO' 
I9tif4 an^gebrücft/ (iefert 

z=z nnb (X— x)p+(T— y)q=o 

fßr bie ©reieftnngen ber in ber »era^rnng^ebene tiegenben/ ber Soor« 
binatenebene xy paraSet lanfenben ®eraben. S>amit biefelbe bie Xc^fe 
ber z treffe/ mng i^re fJrojeetlon anf ber ebene xy bnre^ ben ttr* 
fyrnng ge^en/ ober px+qy=o fein: ti i» bie« bie aCgemcine 0(ei« 
(inng ber fonotbifc^en ^rSe^en. 



iM Sott htn ftutttmcn 9f(A(^en ttnft 

4. ^ieSlotatioittffl&c^eti l^abtn iU i^nen atttffc^lie^licli }itfomweti^e 
Sificitfcdaft/ tag i^re ^omaUn fä'mmtUcfi bie 9totatto»<ac^fc fc^ticibeit. 
@(iminiren toix ba^ev bic ®x'6^tn X/ Y/ Z/ aittf beo @rci(^ttttgeo 
(B) ber 9tormaIrti/ utib attd bctt btiUn ®(eid&nnjctt ber 9lotatiotif# 
a^Ui fo toirb batf baraoi cntfpringenbe 9l(fitUot bU aOflerndnc 
®(eic(ittng einer 9totationSfläc^e au jbriicfen ^ »e(d^e< anc^ bie eriett# 
fletibe (^urt)e fein mag/ burc^ beren Umbre^nng bie Sl^d^^ ericngt 
Wirb. $&at i. S5. bie Stotationtfac^fe mit ber Kd^fe ber z }nfam^ 
men/ beren OUicbungen x=0/ Y=o ftnb: fo ttHU tnm für iebc 
hutdt SXotation um bie 9Cctffe ber z entilanbene SlSc^< bie SteUtioii 

SBiH man eine Gattung K^on ben l^ier bel^anbelten $(54ett t^^^rtii* 
enlarifiren / fo mnfi man ilatt p nnb q ibre bnre^ bie 9latnr ber ge- 
gebenen Slic^tnngdlinie beflimmren $unf tionen einführen / mi in ber 
Sotge na^er unterfncfit »erben foO« 

9(nmer(nng. 6inb bie ®Iei(bnngen ber SRotationtac^fe 

X=aZ+a, Y=bZ+i3, 

fo ünbet man folgenbe/ bie 9totation0|I£(fien obne Mdfi^i anf 
bie üe erjengenben Sinie aOgemein c^iarafteriftrenbe ®(eicbnng: 

(i3— y+bz)p— («— x+az)q+aC3— y)-b(a— x)=:0. 

{« 105« Sir moQen je(t ber l^mtl eine 9$erfi(rnng oon ber 
tmeiten Ctbnnng mit ber gegebenen SlSc^e z=Lf (x/ j) tn oerfd^af^ 
fen fachen» 

S)ie aQgemeinile ®Ieicbting ber Knget ifl: 

(X-a)2+(Y-/3)-^+(Z-/)«=(»», 

mo (> ber i^afbmeffer nnb a, ß, y bie Soorbinaten be« Slittelynnfttf 
finb. S)amit bie ^nge( {uoörberfl eine 95erttbrnng bon ber erfieo 
Orbnung eingebe/ bat man; 

(x-«) + p(z — ;')=0 . . . (2), 

(y-^) + q(*-y)=o- • • (3). 

9(tt« (2) nnb (3) folgt/ ba$ ber SRittelpnnft ber bernbrenben 
^uge( in ber 9torma(e liegt. 9Cn« ben ®(ei(|inngen (i) / (2) nnb 
(3) ergeben fidi für bie brei ßonflanten «/ ßt y folgenbe ©ertbe: 



«=:X' 
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^=^-"ni+p2+q«T'---^*^' 

fo baS c> miO(ü^r(id& Mcibt* S)ad etattfitt^cn einer S$erfi(riiiifl 900 
ber tmeiun Ordnung smifc^en unfeirti Reiben %l&<S)<n «verlaust no4 
ble Svffiattttg ber brei S&ebittgtingtfgrdc^itngen : 

R— 1=0/ S— s=0/ T— 1=0/ 

bellen man im «agemeinen mit ber einigen nnaeüimmten Sonflan^ 
tm Q nic^t genügen Um. 5Die Jlngel ((ift fic^ ba^er im MOgemei^ 
nen niclit in bem eimt }nr Cdcnlationdfugel einer ^(Scfie i^ermen# 
ben/ »ie n^ir früher ben ^reii anm Cdenlatton^freitf ber Snrt^en 
gebranclit ^i^Un^ ober mit anbern Sorten/ ti gi(t fnr einen $nnft 
einer frnmmen S^Sc^ie (eine jOtfenlotionifnget/ meiere bie CUvA^ 
tiontffreife fämmtlid^er bnrc( gebadeten $nn(t anf ber ^t^cfie getoge« 
ntn (^nroen entbiette. 

9(nmer(ttng* 3>ie UnmügUc^feit/ für ieben $ttn(t einer SlSdfte 
eine Xngel/ »elcbe mit ibr eine S3eriibrnng oon ber imeiten 
Orbnnng eingebt/ |u erbalten/ ergibt fi(( fcbon Mi ber ein^ 
facben 83etrac|itung / ba6 bie bnrd^ bie nSmHcbe 9lormaU 
ber 3(5c6e gelegten ebenen i^erfc^ieben gefrümmte ®(bnitte 
liefern/ »Sbrenb bergteicbcn 6cbnitte anf ber ^ngel aOe tu 
nerlei Krümmung baben* 

$« 106« 9li(bt< binbert mif ben |)a(bmefcr (> bergeflalt §9 be^ 
fHmmeo/ baj bie ®umme ber ®(ieber 

j CR — r)li2+ (S-8)hk+ \ (T-t)k2 

in bem «nibrncCe für ben «bjlanb ber ^(ücbe nnb Xnget oerfcbioinbet/ 
ober bat man bat: menn ii=^h gefebt mirb: 

r+2ift)+lw«=R+ 2S<i)+T<i)«. 

Sür bie Xngel ünb aber bie ^erioirten oon ber jmeiten Orb^ 
nnng in S5e}ttg anf x nnb 7: 

(z— /)R+l+p2=0, (z— /)S + pq=0, (z-/)T+l+q2_o. 

ttnfere oorige 95ebingnng0gtei(^nng oerwanbelt itd& baber im 

(z— /)(r+2«s+l«2)+l+pH2pqaH-(l+q2)«^=0 • • • (5), 



lU iBon htn frummcit 9l^^tn unh 

WO p/ q/ r/ s/ t ^uttftionen i^on x iinb y barfteOcti/ meldte att< 
Ut (Srcic^ttog z=r(x/ 7) bc» üorgcregtcn gflfi^e ^enuleiten üob. 

JDa y— z= y^^ ~f^ oy fo Jcfommt man: 

^~ r+2.«+tcü2 • • • ^^^' 

Sine e^cnc/ bittet bcn Sbaüitumifuntt itnUtd^t auf iU ^btnt 
%y icfüffxtf fc^ndbet nnn bic txnmmt SflSc^e in einer Snm nnb bic 
SangcntiaUbene in einer ®eraben/ mldn Ht 95eru(^renbe biefer ^utH 
ift. S>ie @leic^nng biefer fenfrcc^un iSbene fo wie anc^ jene be< 
©nrclifclinit« berferten mii ber xy ifl Y--y=cü(X— x), fo bau 
«> bie trigonometrifd^e 3;angente Ui SBinleltf {mifd^en ber ^rojeftion 
ber 83erü(renben mit ber Steife ber x anieigt. 6inb alfo bie bier 
Orögen a, ß, y, q an« (4) nnb (6) hergeleitet/ fo ifl bie auf folc^e 
Seife bejlimmte ^uget eine otfenlatorifc^e ffir gebadeten 2)nrc(f(finitt; 
b* b« e( (ann in biefem 3)nr4fc&nitt imifc^en jener .Kngel nnb ber 
vorgelegten %Vk<ln (eine anbere ^nget bnrc^geben. 9t liefert ba^er 
ffir einen beflimmten Sßertb bon a> bie @(ei(finng nnferer ^nget bie 
eine« o«en(atorifc^en Greife«. 

\. 107. SBon ben nnenbHc^ bieten Sßert^en bef i^albmefertf q, 
»e(4e berfelbe ffir bie berfc^iebenen Sßertbe bon &> MvAmmx, moOen 
»ir ben grS^ten nnb ((einten bejlimmen. 

9ttt« ber ®(eic(nng y— z= y^r^'^^z^ ^ gebt ^eroor/ bat ber 

((einfle ober größte Sßert^ bon q aud^ ingleid^ Um neinfien ober 
gr9$ten Sßert^e bon y entfpric^t. 2>iferentiiren »ir baber bie Olei« 
4nng (5) iu SJejng anf y nnb <»/ nnb fe^en y^=o\ fo finben »ir 

(z-/)(s + ta>)+pq+(l+q2)a>=0. 

2>iefe ®(eic^nng bnrc^ » mnitiptieirt nnb oon (i) fnbtro^ 
%\ti, gibt: 

(z— 7)s«+pq«+(z— 7)r+ 1 + p'=:0, 

^iiminitt man an« ben beiben (ebten ®rei((ttngett %-yf fo i^e^ 
fommt »an ffir ^ Um ®(ei(|inng oon ber Sorm: 

Aai2+Bai-C=0 . • . (7)/ 

»0 ber Xnrie M^tr gefegt mnrbe: 



Surncti boDDdter ftrfimmttiig. tsfl 

A=(l+q«)s-.pqt, 
B=(l + q>-(l+p^t, 
C=(l+p*)s— pqr» 

S>U ®(d4ttiig (6) aufgelöst/ gibt: 

^B+rCB2+4AC> 

2A 

S>{efcr Sßm( t^oti «» gc^Srt alfo unter Mtn Kurven/ mldt 
lutdf Un fStxüfftntiiifuntt in ber %U<itt gciogett mtUn (ünncti/t 
ffiv jene / »eldfte bie grSgtc ober Keinfle Krümmung Ufiiftn. 3cbem 
Vuitfte bcr S(S4c cntfpric^t bemnac^ im ^agemcineti eine ^wt ber 
gröSteo ttnb eine Snroe ber Heinflen ^rfimmnng. 

9(nmer(nng. Um ben (Sinflog ber Reiben fiier gefttnbenen 
Sßert^e von <» auf ben 9(udbrttcf von (» (ennen an Urnen/ bifi» 
ferentiiren wir benfelben jtteimal in Sbum aof <». Sßir er« 
^a(ten babnrc^i: 

dg _ — 2(Aco2+Ba>— C)r(pHq^+l 
do) (r+2sa)+tai*)* ' 

d2(» _ 2(2A<«>+B)r(p^t^^+^^ 
dw2— (r+2s«+tcö2)2 

8(A<c)2+Bft)->C)(8+t6>)r(p^+q+i) 

®irb ber «nJbrncf r(B2+4AC) nic^t gtei(^ müf fo erf*eini 

d^£> 

^ für bie angefahrten Sßertfte bon ^ mit entgegengefe$te» 

Seid^en ; »etf^alb ber eine berfe(6en einem Olacimnm nnb ber 
anbere einem ailinimum t^on q entfpric^t. SBerfc^minbet aber 
K(B2+4AC), fo Unbet Weber ein aßasimnm noc^ ein Vllnu 

mnm ftatt/ weit bann ^ tin<n oon 9tttQ berfcf^iebenea 

9Bert( er^filt. 

§. 108. S)a bie Sage ber Soorbinatenebene xj wi0rfi(rli(fi ifl/ 
fo fann man annefimen/ bag fie ber bie S(Sc|ie in bem gegebene» 
Vnnfte tangirenben ebene paraOel ift. Unter biefer Sßoran^fet^nng 
wirb p=q=o nnb bie ®(eiAnng (7) verwanbeft <i(fi in: 



«2+^1—5^«— i==o. 



140 9}on btn f rummen 9täd)tn attb 

S>a ba« ^robttft beti UiUn aBurjeltr üon « =— i ifl/ fo folgt 
barau«/ ba$ bie Kurven bor größten uiib fUinftitt Sttümmum UnU 
ndft auf ctnanber flehen. 

Knmerftttig. |)at man r=s=t=0/ mU bied bei bcr iKugel 
in aae» fünften ttnb bei bev Uttibrebund^flScI&e im 6c(eitet 
bet SaK iil; fo jeigt bie aud bev (SUidfuni (7) entjlebenbe 
Unbeflimmt^eit , bafi bie beiben Sttümmmiiünitn in unenb«* 
lieber ^maift i^otffwUn finb. 

§. 109» 3ttt Srttoterung bei SBorbergebenben mSgen folgenbe 
}»ei SSeifpiere bienen : 

1. gär ba« 9lotatiott«eai»fPib ^^ -h ^ = i «bSft bie 

dx X dx y 

2)ie erfte ber (entern ®(eic^nngen gebort einer bnrc^ ben Ur* 
fprnng ber Soorbinaten gebenben geraben £inie aUf mit iit trigo« 
t)ometrifc^e 3;angente Ui mnUli biefer 8inie mit ber %c^fe ber 
X g(ei(^ bem 93er(£Itni8 m ber 6:oorbinaten 7/ x ijl. S)ie imeite 
eieicbnng entfpringt aui ber ^Differentiation ber bem ^Kreife snfom.- 
menben ©teic^nng x2+y2=n2, gene brfidt bie ^rojection auf ber 
ebene xy fSmmtncfier iDnrcbfcbnitte an«/ n^etcfie bie bnrc^i bie dt0* 
tationtfadiife gelegten Ebenen anf bem SHipfoib berborbringen/ 
»S^renb bie anbere bie Vrojection auf berfelben iSbene berienigeo 
®cbnitte barfteOt/ melcbe burcb bie auf ber 9totation4a4fe peryen^ 
bifntören ebenen onf ber ^l&(S)t erzeugt n^erben. 

2. gfir ben fenfrec^iten ^ttiitmlf beffen ®cbeite( im Urfprnng 
«egt, ifl z=r(^'+f). 

S)ie &Hi<Stnni (7) (iefert bie itoti 9Bertbe 
dx y dx X 



bcneit ble HiUn ttrfprflrigliceeii ©Ul^ungeii x2+y*=a2 urib y=bx 
entfyrcd&eti/ »p a unt b conüantc ®r$$ett (eteic^tten. ^Ittudf fini 
bU Reiben Surfen Ut AtHttn unl tUin^tn Krümmung/ In itUm 
9unUt Ui Sttitlif tie iux<b Unitlbtn geiogene ®eite Ui Xt^tU 
ttob tcv auf Ut 9((^fe fenfved^t sefü(^rte ^rcU. S)ie (eibcn ^rfiirti^ 
mittiflf^aKmcirer toerbctt bitrc^ i mi —z}^(2) bargeftcOt. 

§. HO. SßiQ man bad 9Rasimttm oter SRinimum bcv Orbtnate 
2 einer gegetenen JlScfie z=:f(x, y) flnben/ fo mn^ man p=0/ 
q=o fe^en/ mai bcn ^araOelKmud ter 9$er8Mng0e6ene mit ber 
(Soorbinatettebene xy nac^ fi($ {te^it/ ferner x/ 7 unb z and ben bret 
vor^erge^enben ©leictnngen befiimmen. 3)ie anf folc^e $(rt er^al«» 
teneo Soorbinaten merben ieboctf erfl bann einem $nnfte ber ^räc^e 
entfyred^en/ in melcfiem iftre Orbinate gröfer ober Keiner aM aOe 
fie nnmittetiar nmgebenben ifJ/ menn gebaute Sßert^e ben im 
§. 74 anfgefteOten 95ebingttngen Genüge (eijlen* 

1. gär bie bnrcj bie ®Uic^nng n^+y^+z^^zv^ iatit^tUtt 
^ugetjIScfie Ht man: 

3c y 

n^onacfi Itc^ für x=y=o Hi ^atimum z=r ^eranifteat» 

2. S)ie bem imeifSd^erigen |)9Pet6o(oib ange^ürige ®tei(^nng 
z«=a+bx2+cy3, mo a, b, c poflti» finb / gibt: 

bx CT 

bem x=y=:0 entfpric^t ^iernac^ ba« awinimnm z=y"a. 

9(nmer(nng. SRan finbet anc^ größte ober fleinfle Orbinaten 
ber %l&^i in ben ^nnften/ für meiere p ttnb q nnenbric^ 

»erben/ wie Ut ©teic^nng z=a+(x2+y3)3 ubtt. gnrx=y=o 
er^SIt man fiier ofenbar ein aRinimnm z=a/ mS^renb bie par^ 
tieKen 2)ifferentia(eoefficienten 

P= 3(x«Vy2/ ""^ ^=3(x4y«)' 
fid& in biefem gaOe nnter ber gorm ; barffeOen. Slac^t man 
bier/ um ibre mabren SSertbe }tt ünben^ y— mx; fo entfielt: 

2 2m 

P — — i T/ 9 — — i Tf 

3x3 (l + m2)f 3x3 (1 -I- m2) 3 



mxaui folgt/ H$ p nni q fSr x=:o ttnb q=:0/ (ei jebem 
tnlUdttn 'Btttfft t>on m^ ttnenblid^ vottUn. Unftte $lS4e 
»ieut in Um ^unttt CO/ o^ a) citu 9Cn 9tiicf(c^rptttift bar/ 
üitt ml(S)tn tfinaui fit fic^ nidt ttüxtdt. Oic ®r8feti p 
«ob q icidttt fic(f fär bcn betrachteten Vttnft betfbalb unter 
ber %omif tv^il UU bnr^ bie 9(c^fe ber z geUgte ebene 
bie %mi umtt. 

$. 111. 6oa bie SJerfi^rnngfebene fenfrec^t auf ber ebene jz 
fteben/ io mui ibre ©Uicbnng ftct auf bie gform z— B=q(Y— y) 
rebueireu/ mitbin p=:0 fein* allgemeiner/ i# Pdx+Qdy+Rd«=o bie 
S)ifferentialg((icbnng einer %l&dt g)(x,y,z)=o; fo brttcft P=o bte 
S$ebingnngigleicbung üui, Ui bie SSerübrnngtfebene fenfrccbt auf ber 
Soorbtnatenebene vz flebe. S)ie Soorbinaten betf 93eru^rnng0pnnftetf 
müfftn baber bie ^Uicbnngen P=o unb ^(x/>/z)=:0 befriebigeii/ 
bie fofort ber Suroe angeboren merbeu/ für melcbe bie S5erubrung<» 
ebene fenfrecbt auf ber (S^oorbinatenebene yz ift ; biefe Surve gibt bie 
®ren}e unferer $(8cbe in bem 6tnn brr yz ab* 3)nr(b Elimination 
i^^n X erbSU man bie ^rojeetion ber ^IScbe auf bie lebte ^oorbi« 
natenebene. (Sbenfo ergibt ficb bie ^rojettion ber ^lidu auf bie 
ebene xy/ menn man z {»ifcben gE)=o unb B=o eliminirt. S)ic 
beiben Oleicbungen P=0/ Q=o entfprecben {ufammen bem 9Rati« 
mnm nnb ÜRinimum ber Orbinate z. 

Sfir bie ®(ei(bung ber .SugelflScbe ). Sdr. 

(x_a) 2+ (y-b)«+Cz-c)^r* 

bat man z— g=:0 a(i 2)crioirte in 95eiug auf z affein; etiminirt man 
«/ fo fommt (x— a)2+Cy— b)2=r2 aM @(eicbuug b<« ^rojeetionJ^ 
(reifetf auf bie ebene xv/ mad übrigen« einleucbtenb if^, 

Knmerfung. 5Die frummen ^(Scben bieten 9fteri in ibrem 
Saufe nicbt f>loi einietne befonbere fünfte/ fonbern auO^ ganie 
Solgen berfetben bar/ bie man befonbere Sinien nennt. ®o 
gibt <i StttcffebrHnien/ mo amei ^luget ber ^lüö^t fic( uu 
einigen/ ferner %eugungtf(inien/ m ber 6inn ibrer Jlritm# 
mung iicb Snbert. SiOe biefe GteOen entfprecben ben befoo^ 
bern SBertben ber SDiferentiaUoeffietenten ber Orbinate ber 
Obitfl&dft; bie benen analog ftnb/ metcbe mir iur Vuffucbung 
ber befonbern fünfte ber ebenen Suroen angefubrt baben. S>eii 
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itftv, ber ftcfi in bUfcr 93e|ic(>un9/ fo mie äberMpt äaet bic 
(rommen %l&ättn ttnb Sttrpcn pon boppelter Xtümmmi »04 
weiter iinterrict^ten tpiO/ pemeifen »ir auf nac^iüeftettbe Sßerfe; 

2e(rbu4 ber bi^^ctn Geometrie in auUiUidnt ^at^tUunif pon 
i^. SB. 93rattbe<. Seipiifi/ I822. 

9Cnal9tifc^e Oeometrie/ poo Sittro»* 9Bieti/ i«23. 

Se^rbegriff ber bü^erett .KirperUbre/ pptt $• ®* Sitbbe« 
»erttii/ 1828. 

^ttllt'i Qiontnal ber reinen nnb anflemanbten attatbematif. 
S»anb III nnb YIK 

Thdorie des fonctions analjtiqueSi par La Orange* 
Application de Tanalyse a la Geometrie, par Monge. 
Application du calcul infinitesimal a la Geometrie, par Cauchj. 
Memoire sur la courbure des surfaces, par Poisson (jluUt'i 

Spnrnal/ fBanb Yiii). 

$. 112. 3ebe Surpe fann aU btr 3>urcbfcbnitt )weicr ^(Ac^en 
F(x/ j, z)=0/ f(x, y, z) =0 angefe^en tperben. iDnrcli fnceeffipe« 
Sliminiren ber a^er&nberticben 7 nnb. z imifcben F=o nnb r=o er^ 
Htt man bie ^roiectionen ber Surpe anf ben Soorbinaten xz nnb 
yx. S)ie @lii(buHtn z=^x/ y=\l^x für gebacbte ^roieetionen ftnb 
ingUicl iene ber Splinber/ melcbe bnrcb biefe $roiectionen fenfrecbt 
anf ben ingebörigen Soorbinatenebenen errichtet werben/ nnb pon 
welchen nnfere Surpe ber 2)nrcbfcbnitt ifl. S)te ®Iei(bnngen ber 
bie Snrpe im ^nnft Cx/ 7/ z) beriibrenben ®erabe jinb ; 

Z-z=^(X-x), X-y = g(X~x) 

«Stiminirt man x/ jf z swtfcben nnfern Pier ®Uicbnngen/ fo 
brficCt bie babnrcft gewonnene 9te(ation in X/ y^ z, bie ®{ei(^nng 
berjenigen Stäche au4/ in welchen aKe äJerübtenben ber porgelegten 
SnrPe liegen. 9(tt< biefer ®ieicbnng lägt ficb benrtbeilen/ ob nnfere enrpe 
eine ebene ober boppelt gefrnmmte fei ; im erjien SfaOe nSmlicb ift bie 
crwSbnte ®Ieid&nng bie einer ebtntf im anbern bie einer (rnmmen 
^l&^t. 9i gibt eine nnenblicbe $(niabl ^on ®eraben/ welche bnr(^ 
ben S$ertibrnngtfynn(t geben nnb tngleicb auf ber Serübrenben fenN 
recftt flnb. SDer 3fnbegriff aOer btefer ®eraben bitbet eine anf ber 
SEangente fentrec^t ^ebenbe ebm, wetcde 9tormatebene beif t. 



144 e^it hin frommen 9Uditn nnb 

S)ie euid^ttog Utitlitn ift; 

X-x + (Y-.y)^^.(Z^z)g=0. 

$. 113. (Sitte Suroe boppeUer ^rtimmitag fattttmit einer Sitrve 
fo »ie mit einer frommen ^i&O^t eine ^erä^rnng Ut erüen/ imeiteit»,. 
Orbhnng eingeben. O^ne nni in Ui detail 1)itt meiter einiotafTeti/ 
tooOen mir bM bie ^leic^nng ber ^riimmungifebene (Oicnlationi* 
tUnO b<r (^ttf 9e fuc^en/ b* l^. berjeoigen (SUnt/ meiere Unterer an bem 
$nnft (x/ y/ z) nS^er ali iebe anbere Sbene fommt 6inb nimlii^ 
z=^x, )=</^x mieber bie Gleichungen ber euroe, ferner x, Y, z 
bie aKgemeinen Soorbinaten; fo ifl bie Oleictfong ber bnrc^ ben be^ 
üimmten $unft (x/ y, z) ber Suroe gelegten (Sbene: 

Z-z=A(X-x)+B(Y-y). 

S)ie no4 miOfäbrlic^en ©rufen A nnb B ftnb iti^t bergeftolt |tt 
beilimmen/ ba^ ein engered 9(nfc^(ieSen ber ebene an bfe enrve 
fiattfinbe. 9Bir laffcn beibalb x in x+h übergede»/ mobnr(^ ffir 
bie Sttrt)e bie Sutvac^fe 

entfielen. 6<tcn mir b^erauf x+h, y+h, z+i fiatt \, Y, z in ber 
©Uicftttttg ber (gbene / fo fommt i=Äh+Bk, ober; 

h^'+ihV'+ • • . =(A+Bi/'0 h+iBh2V^//+ , , , 

ig^ierand entfpringen bie imei aSebingnngdgreic^nngen : 
monac^ man für bie ®(eicbttng ber ^Krümmungiebene er^Stt : 

$. 114« ei fei nun sein in Um $nnfte (xf j, z) ftcfi enbigen^ 
ber !6ogen irgenb einer im Stanme t>er{ei(6neten ^ntu nnb r bi< 
Vrojeetion betreiben anf bie <Sbene xy. S)enfen mir nn< nun bie 
auf ber {enteren @bene fenfrecbt fiebenbe S^HnberflSd^e/ meld&e aOe 
"ö^n ben fünften bed SSogeni s auf biefe iSbene xy gebenben etnU 
rechten in ficf^ entbSit; in tint ebene andgebrdtet/ mal offenbar obne 
SCenberung ber SSngen oon s unb r möglich ifT; fo oermanbeft fid^ 
r in eine gerabe Sinie/ melcfie aU SibfciffenadSife be« nunmehr attf 
bie re(|twinf(ic(en Soorbinaten r nnb z bejogenen S^ogentf s gelten 



iluxr>€n b&pptlttt Xtümmum* i4tt 



fanit* Sßir ^aitn (iernac^ für lit Srl^c^e t iti Svlinber« ttob llt 

in mclc^eo Ü4 bie 3>eH9irten aof bie itna^Sndiflc f6tt&nUtli^t x 
Iciie^en. BoOeii iDir lieferten auf litUtutMlt x oaemageit/ fo 
Mommtn »ir tia4 §• 4i : 

dl=zdX, d8^=dX2 + dz2, 

9(6cr X i$ in feinet urf^rfioglid^etf (»tftaU tin SJogeit einer eaenen 
Snmr »elc^er bie rec^minftioen söor^iitateo x uni y ongei^Sten; 
mitl^io dx«=dx2+dy2. ^imui foljt; 

dt=zr(dxMy')/ d82=dx2+dy«+d2«. 

3>rfi(fen wir nun mittelft ber ®lei4ttngen ber Surt^e j=iAx/ z:=s9>t 
Me 3>iferentia(e dz/ dy bttr($ x ttnb dx ani; fo Unntn »ir nac^ 
gefc^el^ener Integration einerfeit« Un SflSc^enin^alt t Ui geraden 
(lnUnUtif »etc^er tie ^rojeetion M iffu (egrenienben S3ogen( s 
tnr S3afi( (at/ ttnb anderer feitO bie £Snge biefe« rectifieirten S3ogett( 
angeben* 

{« 11^» 9Btr tefc^äftigen uni itlft mit ber Snbatnr ttnb 
d^ompUnation/ b. 1^. mit ber 9$erec^nnng Ui fürperlic^iett ttnb 
SftSc^eninl^aUtf ber frnmmen iDberffa^ien / nnb t»ar werben wir ben 
einfachem SfaO {uerfl (ebanbeln/ wo JlSrper nnb Oh<tfl&d)t bnrc^ 
ttmbrel^ttng einer Snroe um eine Mc^fe entflanben ftnb. 

e« fei baber ba< frnmmlinige Ztapn cbmp ($ig. i), bnrc^ 
befTen Umbre^nng »m bie 9ld)it Ax ber (örperlic^e Snt^alt v eriengt 
»irb; ferner y=rx bie gegebene ®Iei(^ttng ber (Surve cbm nnb 
T=Fx/ wo Fx bie in beflimmenbe ^nnftion ifl. Saffen wir bie 
Wfeiffe nm PP'=h wac^fen/ wobnr* 7 ttnb y in y + u nnb r + i 
fibergeben; fo baben wir; 

©a« »erbSrtnig ber oon ben Slecbterfen mpf^q, lpp'm' wdb' 
renb ibrer Umbrebnng nm bie SCcbfe Ax ertengten S^^nber / beren 
a^olnmen xj^h nnb ^(y+iO'^h finb/ bat bie C^inbeit in feiner ®ren|e. 
VOein ber bnrd^ bad frnmmUnige ilrapei mm^p^p^ ericngte Svtinber 
liegt immer iwifcben ben erwSbnten ^«(inbern; mitbin bat fein SBer# 
Hltni$ |tt einem biefer ^ttUnUtf ober ber Kndbrncf: 
u. m. 3«. »u<b. 10 
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§. 116. ^eieic^ttet matt ferner bie burc^ Umbre^utig ber Sttrve 
CBM entjtanbene OUtU^t intöi u=q>x , m g>x W ju (eüitttttienbe 
Sfttnetion if)/ unb nennt man ir^^'Cx+h)— g)x Me bnrc^ (en ^pflen 
MM^ j^ervorgebrac^te 3one: fo W man na4 ber STa^tor'fc^en Steige : 

i=u'h + tc* 
2)ie Oberffjic^en ber wn Itt 6e^ne mm^ nnb ber ilangente mh 
tefc^rietenen a^fleflnmpften jteget finb nnn r 

mel^e 9(n«brii(fe M formS^renb ber eieic^^eit nähern/ H Hi 
Ser^firtniü ^ bie Sin^eit {nr ®ren}e W (§« 8i)* S>a« a^er^filtni« 

;g(2y + k)M M^_ ;g(2y+li)rCl + v^^+yy^ . >> 

mirb ba^er e^enfaOd W iSin^eit tur ®renic l^aNn/ weil bie 3one 
1 ieberteit {»if^en ben f^Ut^^tn ber Reiben abgeftnmpften Xegel 
enthalten ii S^Iftlic^: 

u'=2;ry^Cl+y'*)=2;iys'. 

Um }tt ben ttrf)»rfina(ic$en ^nnftionen y nnb u tn gelangen/ 
»irb man ba^er fx flatt y in bie o^enflei^enben Sßertl^e ?^ nnb u^ 
fe|;en nnb bann bie Integration 9orne^men* 

§. 117. asir ge^en je^t }nr enfiatnr nnb Somplanation einel 
jtörperf mit frnmmer jD6erfISc^e z=r(x/ y) uber^aui^t fiber. 3nbem 
toir bnr* einen beliebigen V^nft m (x, y, z) ber gtScJe C^ig. 37) 
bie ebenen mpe nnb mpg ben €oorbinatenebenen xz nnb yz tt^ 
fyeetii) paraOel legen/ entilebt ber fürperlic^e 9Cbf4nitt mneF/ met« 
c^er feine 93aftd in ber ebene xy bat nnb einerfeit« bur4 bie 9ier 
genannten ebenen/ anbererfeitd bnrcb bie frnmme CberflSc^e begrenti 
mirb. S)a« mit Y bejeicbnete 93oInmen biefe« ^Srperflficf« iff offen« 
bar eine ^nnftion ^^n x nnb y/ nm beren ^eflimmnng ti i^ ie^t 
(anbett. SBir laffen bedbalb x nm GG^=h nnb y nm EE^=k ttt« 
nebmen/ ferner legen mir mieber bnrc^ G^ nnb E^' bie ^Hnvx g^bcs 
«nb E^DCS mit yz nnb xz parallel 



Cur»«» hPVVtlUt fttfimmutts» ^^"^ 

iDcr |wif(^eti Un (Situtn ke, sd, fH/ cb (ttt^altcne 3ttr9«(>( 
mUti Sütptti Ht ^icrnadii folgctttett VMitudt 

ttnfer ^0n>er »üc^fl/ »enit H«« x in x+h üittit^t, tittt j tro« 
«cvSn^en (Ui^t^ ttttt Ui etüä 

kifcgoi »Sc^fl betfclbc/ tveno iUi 7 ttm k {tttiimmt/ ttm batf ßtM 

^tircl^ 6tt(traftion Ut levtsenanitteit ^ürperfeflmetite ^on Um 
ttftttn entfielt ba( Mxvttftüdi 

2)ie (eibeit rec^noinfHgrtt $araae(eptpebe hkz ttitb iik(z+i) 
nS^ctn fiel immer me(r Ut ®Ui<^Uitf in Um 3RaSe al« h itnb k 
flciocr »erben; Ui IBer^SUnif 

khz ~ h 

wirb bajer bie Cinbeit jnr ©rcnje baben; folgtidb 57^-=«- 

Um bctt Jl9tpcrinba(t V in befommen/ rnnj man babet für z 
feinen ®ertb K^^f 7) (eben nnb bicranf tn^cimal inte^tiren / etften« 
in ^tm <^nf x/ ittbem man 7 al( nnt^er^inberlicb anjiebt/ ba( e^ 
baftene 9lefn(tat bann 9on 9lenem in S5e}n0 anf y aOein. 

{. 118. %&t bie S5eüimmttnft ber OberflScbe be( X'otptti mneF/ 
meiere »ir mit v beteicbnen tooütn/ foO genan bie borige (Sonürne^ 
tion geltem 

2)a( frumm^Scbige 93iere(f MG betf ^3r)>ertf/ n^elcber in btv 
Sfiftttr 38 befonber« bargeüeOt mtUn, »irb bnrct» ben Xntfbmtf 

d>ü 

^^^^hk+te* reprSfentirt* ^^nltn mit uni nnn an bie frnmme 

SflSdfte in M tint eerfibrnngtebene fletest/ fo n^irb anf bet lebtern 
bnr4 bie biet Ebenen mB/ mQ/ Qq rc ein ^araOelPflramm Mq^sV 

10* 



QthilUtf Uf[tn ^tcitUion auf Ut ^ooxllnattntitnt xj »a4 9lc<dt(cf 
PQSR^lih i^. 3)a fi($ bcr ^nHU iebet ebenen ^ignr }tt bemieniflen 
i(rer $roiefti(^n »ie i tum (iofinui M Slitiinniitoinhli itiUt 
(Sitntn ^ttHltf ferner ber (Sofinui Ui 9Bin(eItf gebac^ter S5txü^ 

r«ttft<e>ene mit ber goorbinatenebene xj = y^^ ,^ 2^») *<*; fr <«t^^ 

fiel färben 3ni^aU be« ^^araaelogramnt« MrVq^ ber Knmncf: 

©a »Uff ©r3|e »n> -^^ hk-t-w. in <H«m »«rWttnli #«*<«/ 

Um eine gegebene Ober^d^e z=r(z/7))tt eompfantren/ mttf 
man baber bie partieOen S)ifferentiaUocff{cientett p nnb q fnc^eti/ 
i^re asertbe in bie vorige %omtl fnbflituiren/ nnb bieranf bie 30^ 
tegration/ wie bier oben angebentet mtUn, i^ornebmen. 

Wnmerfting. 3nbent »tr biermit bie S)if erentialrec^nnng bt» 

fcblieSen/ g(anben »irr folgenbe/ ar« 9ie(fa(be 9e(egenbeit }iir 

Uebnng ber «vorgetragenen gebren barbietenbe Sßerfe/ empfe^^ 

(en tti mfiffcnr 
1. Sßor aOen bie tre(f(i(be S5eifpieU nnb Stttfgabenfammtnng aber 

bie £ebren be0 3)ilferential^/ integral" nnb ^atiationitaU 

tuli/ bon &. 6 trän (b. SrUngen/ bei $a(m nnb (Snfe. 
X Gammlung bon 93eifpie{en unb 9(ttfgaben Mi ber 2)iffereii^ 

einUnnb 3ntegra(re(bnnng/ i^f>n Sf. S. ^effelbartb» 2>retf-^ 

ben/ bei 9(rno(b* 
3. Aufgaben ber bSbern nnb ange»anbten 9Ratbemati(/ pon 

£ebnittd. Berlin/ bei S>nnUt nnb i^umiiot. 
i. Uebnngtfanfgaben {ur Sebre pom QxHun nnb XUinfttn/ pptt 

£ebmtt(. Berlin/ bei Stcimer* 
6. S>ie fcbon eitirte Sammlung pon Sbifgaben Mi ber anal««' 

lifcben Geometrie/ pon 9>lagnntf* 
6* 2)e0gUicben ^niffant« 6amm(nng perfcbiebener 9Cnfgabeii 

Mi ber Geometrie. 
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SnteoratiDtt ber ^nnltimtn einer S3eranber({(^em 



eiofa($fle 3iite»ra(f0ntte(m 

$. 119. 3>ie ^nttmlttdfnuu (at }itm Smetf / 9on Un S)ert^ 
irtrteii ober 3>iffercntialcn {U i^reo mrimitiven gfitnftiotiett inrü(f)tt> 
(e^reii; mit ^filfe einiger ^ttnbamentatformelti «nb fc^tflicfier ZxMi^ 
f^rtnationen gefangt mM |ti biefem 3ie(e« Um bie KenberttngetiA 
welche mit ten Formeln in Sfolge Hr Sertoe^tfritttgeit ber uncAffin* 
ti»tn SerSnberlic^ett vorflenommro werfeeti mfi^teo/ tit ^ermeibett; 
»erben mir nni Ut 900 Sei(iti(> eingeffi^rten Seicbeti (ebteneo. 3>ie 
litr Kttfünbong ber primitiven Sfnnftipn erforberlic^e Slec^nongtf«- 
o)»eration (eiSt ba« 3ntegrircn/ nnb bie gefitnbcne Snnftion bat 
3ntegra( bed gegebenen Sifferentiattf. 3nr S^eicic^nnng ber 3nte# 
gralien (ebicnt man fic^ Ui S^näfftc^itni // meieren man ben t» 
itttegrircnben $)iferetttialen i^orfe^t* i^iernac^ fc^reiftt man ^. 9. 
jtatt 7'=4x», ber ©erivirten t>on i*+c, lai 2)ifferetttial dy=:4]t«dx; 

mctaui y=/4x»dx=x*+c. 

2>ie Seiten d nnb / (ebenten folglich entgegengefe$te Stec^nnng«^ 
Operationen/ nnb ^eben fic^ gegenfeitig auf. 

Xnmerfttng. Sei^ni« mWte ben S3n4llabett / aM ben 9bu 
fang((tt($|la»en betf SBortetf 6nmme/ inbem er fid^ Ui SDif« 
ferential ali einen nnenblid^ ffeinen 2^^^<bi ber Serdnber^ 
lid^en oorfteOte/ fo ba0 bie (entere bie 6nmme ber nnenblicj^ 
großen Mnta^t von ienen Snmac^fen ift/ meiere fie oon i^rem 
Urfprttng bi( tu bem Otoment/ wo wm Üe betrad^iet/ er^aU 
ten bat. 



tffo SinfacftHe Sinttqtalfotmttn. 

§. 120. 9Bir mUtn iitnSc^il lit Dilation auffuc^cit/ welche }»U 
fc^en ben primiti9ett Sttoftionen fx itnt Fx flattfitiben muf / wenn 
fie biefe((e S)(ri9irte y^ (aben. S)eY 3;a9(ot'f4e Se^rfa$ si(t {U 
Mefem ^el^nf: 

F(x+h)=Fx+y'h+{y''h2. . . ; mithin 

f(x+h)—F(x+h)=fx— Fx. 

S^Uuui itfft iftt^oXf baS fx— Fx feine Stenbernng/ iti Um Uthtt* 
flang 9on x in x+h erleitet/ oHt mit anbern SBorten/ iit ®t'iit 
fx--Fx (edSU benfeiten Sßert^/ »atf x auc^ fein mag/ ober e« ift 
fx=Fx+C. Wt primitit^en Sfunftionen/ Mtli^t einerlei S>ttMnt 
iCibtUf ftnb folglich nnr WMili(i M nnoerSnberlic^en Z1)tlli i^on 
einander 9erf(^ieben. {)ieran0 fiebt man/ warnm man jiebem flefnn« 
Untn integral eine wiafürlic^e Sonjiante/ meiere gewü^nlic^ mit C 
teieic^net toitl, Mn}ttfu0en mufTe/ wenn ii bie aOgemeinfle Sform/ 
beren e« fS^ig ifl/ erhalten foO. 

§. 121« S)ie nnmitteI6are ^etvacfetnng ber S)iferentiaU bet 
Munitionen mit einer 9erfinber(i($en (3tHt fu^rt fofort }nr iKenntnii 
folgenber 3»nbamentalforme(n ber Sfntegralre^nnng. 

1. 3)a0 3ntegra( einer 6umme von SDiferentiakn iftgbic&ber 
6ttmme ber ^ntegraU 9on ben einielnen 3>ifferentiaren; Hi StidKU 
nnb ber Soeffietent einetf ieben ®(iebe« bleibt babei nnmSnbert* 

S(nmerfnnfl. S)em Sfntegraf ber Gnmmc mehrerer S)ifferen^ 
tiale wirb nnr tint Sonftante binsugefugt/ weil man btlb tin^ 
üebt/ ba§/ wenn für >ebed eintelne 3)ifferentia( eine ^imtu 
gefugt wfirbe^ biefelben {ufammengenommen Udf nnr einer 
eiUBigen gleicb fSmen/ welche ibre 6nmme antfmac^te. 

2. Um z^" dz {tt integriren / mnS man ben (Sgppnenten om bit 
einbeit 9ermebren / oldbann bur(( biefen neuen Stponenten biotbiren 
nnb ben Saltor dz wegraffen* So ifl : 

/Az- dz=-^~^ -j- a ©e^gteicben 

/Az-"dz=. A . ^ 



(n— l)z°-»^^ 

^iefe 9tege( fann man and) auf folcbe Munitionen anwenbcn / 
bie fi* auf bie gorm z» dz bringen laffen, gflr ax»-idx(b+cx» ;«■ 
bemerfen wir borerfl/ ba§ ncx»-*dx u$ Differential bon b+cx» ift. 



iDa nun Ut erflc ^attot ftc^ b(oS bnrd^ bk Sonfiante a 9on ienem 
^iffivmial nnterf^eibet/ fo fnc^en mit ttt^ürberü/ i^m feicfe Con^ 
üante in nt^ä)afftn, i, ff. voit f^irci^ett: 

— • ncx»-^dx(b+ci» )■= — z»dz, 
nc "^ nc 

WO b+cx» =:z gefegt Wörtern 

^anui entfprlngt Hi ^nttmlt 



az' 



m^I 



, -hC= -7-rr; (•»+«■ )-*' -hC 



nc(m+l) *^ nc(m+l) 

S)ie (ier t^orsenommene 3;ran<formation/ intdt mld)t z eingr«' 
ffi^rt mtUf ift Uiwtimai notl^mtniin ti ifl oie(mc(r twecfmSgifl/ 
fu in Ut dotit im l^ nmge^tn/ mil fit feie Slec^nnnfl not in feie 
eSnge {ie^t 

S(ttf feiefel^e Sßeife finfeet man: 

/6rL(4x2+3)]-xdi=K4»2+8)^ + C. 

3* ttnfere oorige Siegel gilt/ wal att(( feer Q^gponent m fein 
mag/ feen einiigen SfaS an^genontmen / wom=— i/ weU man 

/z-Mz=oo finbet. 

SDiefer Itmflanfe tüfftt fea^er/ weif feann fea« Sntegral einer an^ 
feetn Gattung von ^nnftionen ange^irt/ nnfe in feer Zftat ^aitn wir 

r^=iz+a efeen fo ijt A^=i(a+z)+a 

3efeer S3rncl^/ feeffen S^^Ier U$ 3)iiFerentia( Ui 9lenner( ifl/ 
tat folglid^ )um integral feen Sogaritl^men feiefe« 9lenner$* 3n S^n« 
li^en %&Utn werfeen wir in feer $olge/ feer feeqnemern Stec^nnng 
HlUt, feie willfätrlicte Sonflante nnter feer %om ic anfeuern 

Um 3^^ ■ y itt integriren/ feemerfen wir/ feai fic^ feiefer SSrnc^/ 

feen eottHanten Sfaftor 5 a^geredSinet/ feer vorigen Siegel anf(((ie$t. 
3>ie4 in (Srwfignng genommen/ Mcn wir; 

l. «»*/p^ =2^8+0 folgt, ta$ itUt 85ftt(^/ fctff«» W<nn<f 



/^ 



iist einfasse Sntcdtalf^rmelm 

eitle CinainmntittitHt latMt iittb befleii SiffUt ba( Siiiftttu^ 
iUA Ut mit ienem 9Bttr)er}ei(^eii (e(«ftetett Sfunftioti i#/ ^a« S)0]v 
yette be4 9leititertf tum 3ftttegra( (at. 60 ifl : 



ff 



■ xd 



i5-=r(a2_i«)+a 



5» «^itte ber toi^tigflett ^ier(et0e^9rifleit Siegeln ifl Ut iau 
tiatittte tl^eiliveife 3fntegration* 6iitb nSmlid^ u ttnb t (etteHge gont- 
tii^nen 9on x/ fo (at man: 

d(ut)=udt+tdo; 

mitl^iti/ »entt |ttr Sfntegratioii sefd^ritten toiti, 
ut=/udt+/idu; Mi 

/adt= ut —ftdu. 

$>ierait( folgt/ baf/ »etiti fic^ eitt S)ifferent{al in |»ei %ütmtn 
{erUflen (Sgt/ moi^on ber tint integririartoirb/ man integriren fano; 
inUm man Un anbetn aM eon^ant (ettac^tet; iK^n bem fo gcmon^ 
nenen 9lefn(tat (at man ater bann ba« 3ntegra( betflenigen iDife« 
tentiaK a()niie^en/ ml<bti man bnr4 S>iferenttation imti ?lltiuU 
tati erl^filt/ mo(ei ieboc^ bie ^filier üU confiant betrachtete ^nnftion 
t^erSnberlt^ aninneNen iü* Mm }• S3. ixdx tn integriren/ febeti 
»ir nnr dx üli mSnberliA an. 3)ttr(b Integration entüebt ^lIx/ 
weld^e^ Stefultat in 95eittg anf ix aHein bifferentiirt/ nad^ nnferet 
Siegel liefert: 

/lx»dx=:x.ix— /x Y=»'x— »+a 

S)tefe Siegel bietet un$ bemnacb ein Slittet bar/ ein «orgeUgte» 
Sntegral anf tin einfacbere« tnrficfinffibren. 

6. /a»dx =^-|-C; /e»dx=:e«-hC. 

?• / sin xdx = — cosx-f-C ; /cos • xdx=sin»x4-C ; 
— =- =tang«x-|-C. 



/ 

y' du 



/i 



j^2=arc(tg=z)4-C. 



8nt<dVAtion b<r tationaltn 9nntt%pu€n. IM 



ttttt ^^j^^a >» ittttdHreii/ ttvibirt laati oien tintiinutt litrcta/ 

T* j^ba« =r'^V"b">'* 1+15-/ 

wentt -f-=t2 g(f()^ wirb. ®a< äntegral brr Ic(;t<rii 3)if(r(it. 
tMiMMtn ift: 

-p^ . arc (tg=t) 4- C ; fo(]|H(9 : 

t^^cnfo fiiibct man: 

^nttitation Itt rationalen ^nnttlontn. 

$. 122. 2)a icfec fle(rpc(»rne rationale ^unttUn ^•äx^toitin 

Ut W(tn Klgetra §. 166 na^flettiefen mtUtt/ in eine flanje S>tf eren.» 
tialfnnftton Qdx nn^ in Vartialbrfic^e t)on ben formen: 

A , A , (Ax+B)dx (A»+B)d x 

x-a"**' (x-a)» '*''' x« + px+q'(x2+px+q)» 

lerlegt merben fann/ wobei A/ B/ p^ q, n eonflante ®rü^en lat^ 
itUtn nnb MeSaftoren t^on x^+px+q imaginSr finb; fo^anbelt e« 
ff(& ie|;t blo« barnnt/ Siegeln anfanfinben/ um oon Jenen 2)ifferentia(for.- 
mein in il^ren nrfprfinglic^en ^uiitüdtn inrficfittfe^ren* SRac^t man 
in ben }wei legten Vartiattröcften x=z— jp, ferner ß^=q—ip^^ 
wa( ber Knnabme titfofge eine yofitioe ®r96e iü; fo bat man: 

Az + B' 

Z3 



^z-hB^ . Az + B/ Ap 



Schreiten mir baber inr Integration ber beiben erüen nnb biefer 
twei festen 2)iiFerentia(formeln* 

erfler üfÄH» 2)a bei bem »rn*e ^;^ber SSWer/ abgefe^ 



itt'^ Stttegration hcttatiünaltn ffunftiotteit. 

9on Um conflatiteo ^aftor/ lai iDifferciitial Ui 9leiiner( ijt; fo 
i^ax man; 

J^ =AI(x-a)+C=Alc(r~a) 

aj < i f p t f l €• 1. Um ia« Sntegtal »oö ^.^^^g ju öcjllmmeii/ 
flnbct man: 

r dx _ 1 / /• dx /Mx V p_ _L , c(«+x) 

J ,2— x2 — 2^ VJ I+i'Va-xy"'" ^^ 2a «— x ' 

2. @6(nfo ift: 

x2_x-2 ~J 2—x J x+i (xi—x—2)^' 

3n>(itev $a((. 'Si ifl: 

/ ' Adx _ ~A 

(x-a)»- (n-lXx-a)-' "^^^ 

Iva« ftd^ fofort au« tcr 9t(0({ 2 etgibt. 

x*4>x24>2 

fommt man: 

yx»-2x»+x ***— y\x"*~(x— 1;2— X— 1 (x+l)2 x+l/ 

Sß(vt<o biefc (itttdiieii ^nUfltaU ((dimmt/ fo eri^filt man: 
2. «ttf »i(fe(N SBeife finbct man: 

Jx»+2x»+x ~J X J(l+x)2 Ji+x — 1+x ^l+x "^^* 

S>rttut gfa((. 9Ba» »en 9$rn(^ ^f^ ^^ (etWfft/ f» in« 

tcftrirt man Uf(tn ttfitn X^eit ^% nac^ Ut Stcgd 3 tinb )»ei« 

ten ffrett ^^m* *«' ^*i*i *♦ 
anan finbn (»Urnac^: 

y^^)dz={AI(z«+^) + | arc (tang=^). 



Sntcsrdtien itt t«tl»tt«Ieit afutiftloiien/ 



iS» 



mv9n >a« erfle ?Ja«ialinttflr«I Jefantit iff. ttm t>«« i»<iu {U io 
ftimmtnt ««*< ««ii x=z--l, mi «16t: 
Azaz . rjaz. 

S)a« «tne ^itfer 3nt*0raU ift: 

=— }i(z2+0=— iirCxHx+i); bo« anbm iH: 

= I r» "c ^tang = ^\ aWaii (at f«l8K(^ : 

3. S((tifo f^nitt tuMi 

Ax^x+Dd» _ Ajx Aax(x+i) 

J (i+l)(x^+l) -y ' x+1 y »=^+1 
^tcr[(»+l)»] _|„c(tang = x)> 

©ierur Sa». !DU «iif8«6t tft ^Ur. «In« JRei^e wn »r». 
(*<n w» brr gom -{^^ d^ i« inteartre«, m n fiimffiw 
=1, 2, 3 ... ij». SBIr jerfSCa j« W«f<m »<^ufe Irtto »rttc^ 

%üt n=i ^itidCdeii l&at tnait iAl(z2+p2) <,« gnttgwr. 

«nmerfttttg. 9»a<tt mm z^+ß^^th fr rrtncl« H* ^« 
95ni(( auf t>«tf 8B«n»m-^/ teffe« 2»t<flral 3(„J7)t2 (i ^ ^^' 

|. 123. SflJ«» >« MUtn Z^til ^J^ßzyn f^ntümt, fo »iifO 
ttffttt 3B«jt«««it »Oll Xriftiiaen t>«r gforrort -pri^r' »•«*» 



itto Stttedvatioo htt rAtionalen flftsttfti^tteit/ 

Ut (Stpotieut Ui Stennerl iim tint (Sin^eit neitier tH/ at^Stigig 
gemalt. SBir fe^eii te^^alft : 

/ dz _ Kz r Ldz 

WO K «ti^ L ttttftcflimmte Soefficteiiteii jtitb. Um iititlbtu }tt it«b<ti^ 
bifferentiitett wir bic (c$tere ®Ui4tt08 ttob (ringen 9(00 anf einerlei 
S^enennnng. 

(S0 entfielet tabnrcfi: 

l=K(z2+^2)_3K(n— !)z2+L(z2+/32>, 

woran« fid^ tnrc^ SBergUic^nng ber gleichnamigen ®lieber fcie 9te# 
lationen ergeben: 

K+L=2H(n~l), 0{+L)ßh=U 

6ttbjiitttirt man bie bieran« gefnnbenen fBertbe oon K nnb L 
in bie oben angefcbriebene ®lei(bnng/ fo finbet mM enbficb: 

/ dz z 2n— 3 r dz 
(z«+i32)n — 2Cn-l)i32(zHi30''-' ■•" 2(n— i)ß^J (z^+ß^)^^^ 

3)er ®ebratt(b biefer OUi^nng ift nnn leidet eininfeben. i^at 

P dz 

man n&mlicb eine Xniabf ^on »rßcben oon ber gorm/ /^^ /^^xi / 

fo wirb man {noSrberft an ber Integration be<ienigen ((breiten^ wo# 
rin i ben grÜSten SBerrb n bat, Sermüge ber legten Sformet wirb 
bann nnfer Srnc^ bnr^ in>ei anbere erfe^t/ wooon ber eine ein 

r dz 

atgebraiWer «n^brncf ijl nnb ber »weite »on ber ^^^^J F^TMy^i 

^(b mit bem nfic^flfolgenben S^rncb gebauter 9teibe «vereinigt. 3>ie 
in ber gformel angebetttete SSerfabrnngiweife wirb fo fortgefebt/ bi« 

n dz 

man an bem 3fntegraI/-^^-p gelangt/ wcfcbetf (efannt ifi. 

9(nmcrfttngen: i. 3)ie Slicbtigfeit ber bier oben angenom-' 
menen ®leicbnng wirb bnrcb bie Slecbnnng/ welcbe tnr 9Cnf# 
finbttng ber »ertbe oon K nnb l bient/ befiStigt. einige 
S}e(anntf(baft mit ber 9(nal9fi( gibt nn« fibrigenf bergfeicben 
Sranfformationen an bie i^anb; eine folcbe S3e(anntfcbaft 
leigte bier ba(b / baS ba« 9tefn(tat blo0 ®(ieber ^w {weierlei 
Mrt entbalten (9nnte/ nSmlicb bie einen eonflant/ nnb bie an« 
bern/ welcbe z^ m Sfaftor baben. 



Qntfstation it'x rationalen ffunftioncn. itf7 

2. 9Cit« Ut Sttfammenfteaitttg ttnfcrcr vier %&nt ergibt ftc^/ baS 
bie 3)iiferentiaU/ meiere nnter (er ®eftalt rationaler S3rfi4e 
vorfommen/ immer entmeter alflcbraifc^/ ober mittelfi ber So«- 
garitt^men ober ^rei^funftionett integrirt »erben f9nnen. 3)ie 
Integration oon berlei S^nftionen bietet bemnad^ feine »ei^ 
tere Gc^mierigfeit bar^ ali biejenige etwa/ welche bie S(nf# 
(üfnng Ui 9lenner0 in feine einfalle ?a(toren mit fic^ brinv 
«en mag. 

»eifpiele: i. afur ^5^±^^f^* (at man bie greic*. 

geltenbe 6nmme ber $artia(brfi(4e/ nämlich : 

(— 2x + l)dx (2x-H)flx dx 

$a( erfte ®(ieb ber beiben erftern liefert: 

/ *—2tlAx _ 1 r 2xdx _ —1 

(x2+l>8~ 2(x^+l/ VU^+U^" x^+l* 

i^inüclrtlicl^ ber {toeiten ®(ieber gibt nnfere Formel: 

fßirb nnn Ht Ie$te ®(ieb anm {toeiten ®Iieb be( {weiten $ar^ 
tiartmd^e« abbirt/ fo erja« man lai SRefultat ^ßn^r^Yi* tt»f«< 
Sformel anf baffelbe in Mnwenbnng gebractt/ liefert: 

3nbem ba( (e(te ®Iieb vx bem britten ^artialbrnt^ abbirt wirb/ 
Ünbet man; 

Vy-^^ = V arc (lang = x). 

JDurc^ ^Bereinigung biefer berfcliiebenen Z%i\U gelangt man an 
bem Snbrefnltate: 

x*+2x'+3x2+3)dx 2+x , 7x— 8 . „ , ^ ^ 

2« Mnf S^nUc^e 9Beife ünbet man ba« Sntegral bon: 

dx 

(1+X)x2(x2+2)(X2+1)2 

—A / 1 . ^ 1..« izi^« »--^ ^, ^— 1 ^ 

~*** Vl2(l+x; "^2x2"" 2x'*"»*x^2"*''* (x2+l)2 +'• "?+!/ 



/ 



itf8 SntedtAti«» »(r {r(«ti«tta(<tt ^unttitntn. 



UtbUm tinatn/ finii 

J**— a« 3a* J ö*^ \(x+aXx*+ax+aV 
_^3[arc(ta„g=^^)+3.rc(ta„g = ^)J+C (. 

r x^-6»2+4,-t 3 _. («-2)Kx+l) 1 

Sntesrattoii t(r irrationareii $titiftioti(it. 

$. 124. <Di( irrationaUn gnnftioiiMi/ ml<^t fi(^ tnrc^ f(^{<f(i(9e 
Sranifornation«! rational mac$<n (afTcti; füntun aM inttitin an« 
a(f((ett »erteil. 

S3eif]){e{(: i. Um H« ^ntesrat von 

rx+xrx+ x2 . 

i» üttbM/ ft^e matt x=z«. ®i< atifleb(ut(t<n 9(ti«|i(^ttii8ea {afTeit 
(Ic^ bann itmttmimf «nb man er^fift >l« mfftt<nti09tmtU 

b<r«n Snteawtion ««Int ei^toUtidMt Utiitut. 

2. gfiy ^l't^ f<<f< man x=z2. $« (ntfie^t tatw: 

J. 125. SBir »(trachten ieijt ble irrationale üfnnftlon, »(((^e 
>ro< M< Sttritifirüüe r(A+Bx+Cx«) ent^ült «nb entivcber Me gfornt: 



8iit<4tati«tt itt ittAtiotiAltn 8ftt«ftio«<«. "0 



$«t/ m X eine rationale %nntüw »o« x mmtt, C« IH innSc^jl 
}tt Kmerfeii/ tafi flc^ iU <t9ttt auf »U iwcitt iarficfftt^wn Ifißt; 
Uran fi< Wft fl*/ »<«» •»«» fl< «•»* r(A+Bx+c;x«) muntplklrt 

Xdx(A+Bx+Cx') 
>^(Ä+Bx+Cx2) ' 

WO Ut SS^Ut Ui SRtfnftattf eine ratioiiaU üfanftfon »U Jtf Ut 
mUtn i^. 

nadfyUm Ut mitimd r(A-l-Bx-|-Cx2) <,af fc<< gor» 
y"cr(a+bx+x2) gebracht »orten, wo man Ut mtütmi ^«t^«' 
^=b, ^=aöefett Wf f»ttt> »wei gfStte »n UHnUla, n&mm 

>er, »0 x2 mit fcem j>ojlti»en/ «nt ber, »o e« mit Um «egatioen 
Stiegen behaftet ifl. 

9f« erlern gfatte mac^e man r(a+i'x+x*)=z±x/ »oratttf: 



z 



'«-B dx = ^'-t^!y »2dz, 



*— bT^'""" (b+3z)2 

bz"+(z'+a) 

r(-+bx+x2)=z+x= +ij^ 

»erwittelfl tiefer SSert^e retucirt man ta« ©ifferential 
-—J^p---^. auf ein «ntere« »on ter Sfor« Zdz, wo z eine 
rationale ^nnftion von z tarfteOt. 

»eifpiele: u ^«^^ ^(a+tx+x«) ^^^""""^ *"*"' "*"" *'* 
untern S«*«» ««nommen werte«: 

/^ = l(2z+b)+C=l [c(x + Jb+r[a+ bx+ X'])]. 

2. ttm dy = dx y-(o2 + x«) jtt integrirew/ nia*e man T(i,^+x^) 
=*~x. 2>arautf Wirt dy=rdx— xdx/ mitlitt y=—ix2+/zdx. ©ejt 
man #att dx feinen (ier oten geftintenen Sßert^ nnt integrirt/ fo 
fommt/zdx=jz*+|a2|z. e« iU ta^er entli*; 

y=c+ixrCaHx2)+ia2| [x+r(««+»0]. 



100 Sntctvatton bcv irrationalen 9nnftionen» 

3. gär dy=f^i^/ o^er ^yr-i = y^-^ 
aHU mm yr-i=i[(»+r(x^-i)]-hC. 

(Si ift a*er x=cosy, ;^(x2-i)=^— i.siny: ferner c=:0/ 
mei( x=:i bie ®r8Se 7 ium S^erfc^winten (ringt. {)ieran< enN 
fprinflt tie in Ux (S^ern $((fle6ra aufgefii^rte 9le(atton: 

jf y ^— 1=1 (cos y + f^—i • sin y) 

§. 126. ®ai Un imlttn gaO anlangt/ fo fann mm iU wt^ 
(erge^te SRet^ote o^ne ^inffi^rnng von imaginSren ®r8fen nic^t 
anmenben. !Die Saftoren Ui Srinomi a+bx— x^ rnffm je^oc^ reeO 
fein/ wibrigenfaOtf ti ^dt ftir ieben 6e(ieHgen 98ertft 9on x negatio 
(eraufHeaen würbe. SDie SBurjelgrüge wSre bann imaginfir nnb 
man mUtt, wie in bent (e$ten ^eifpiele/ r^— 1 M $a(tor ^tran&- 
fc^reiben/ weif ftc^ fein reeQetf ^ntegraraufftnben liege woranf ntati 
wieber anf ben vorhin bebanbetten gaO int&dt&mt. Seteicdnen ie^t 
« nnb ß ble jwei reeOen ©nrjeln bon x^— bx— 8=0, fo ijl e< Uax, bau 

r(a+bx-x2) = r[(x--a)03-x)]. 

SDlaclit ttianbicrattf^[(x— «)(/?— x)]=(x—a)z, nnb ergebt ttt« 
Cnabrat: fo bat man na4 ^inweglafTitng bei gtmeinfamen $a(tor< 
X— « bie gielation: ß—\={x—a)z^. ^itxMti 

«-iJ+T' Cx-a)z_ -^2^ttnbdx_ ^^,^^y,^ , 

welche SBert^e ba$ gegebene S)iferentia( ebenfaQ« xütion^t mac^eti« 

2>ief SSerfa^ren fann man gleich bequem anf ben erfien ^M M^ 
wenben / wenn nur « nnb ß reea finb. 

((nmerfnng. Se ift einlenc^tenb/ bag bie S>tferenttarformeI/ 
wenn fle flatt T(k+Bx+Cx^) jebe anbere Voten» oon bfefer 
98nr}e(gröSe enthalten foDte/ bnrcl^ bie nSmUc^en ttmwanto 
lungen rational gemacht wirb. 

93eifpie(e: 1. 9Ran finbet fo: 

^' ^^^ tra^x)^ ^^^^^ 3ftttegral bem SJogen gUid&fommt/ Ut 
X tum 6intt$ Jat/ macfte man r'Ci— x2)=(i— x)z» 



9nttitati9n itt ivvationaleii 9nnttiQntn* tot 

3>aratti folgt: 

z^ — 1 . 4z dz .,-. 

/pXTi:^) =/j^ =c+2arc(tg=z), ol>«; 
arc (»in = x) = — { »+2 • arc ^tg = K (l^)] • 
3. gffir dy=dxr(a^x2) m«*e matt rCa^— x2)=:Ca— i)z. 

S)aratti (r#t fic^: 



d,= 



gferiKr ^nrc^ 3ttt(sration : 

y= } xr (a2-x2) +a2 • arc [ tg =r(;-z:;) + c]^ 

$. 127. S>ie tttrcl^ i)ic(fa(^< Uebuttg erlangte ®cwatihMt t^ifit 
He f&x itUn ettticltten $aa pafTenbüctt Sratitfformationen ati* 00 
ISnnte man im 9$cifp{c(e bc0 oor^crgr^enben Paragraphen baf 
imeite dSlM unter bem 3Bur{e(§eic^en wegfct^afen/ iboburc^ bie SBnrteP 
grJfie We gorm r'(z^±a') ober 7^(a*±z2) telfimer fo baf man 

«K<»>^1^ »te ir(^2%z^ ober y\J±j:^) »" *«^^«^t^^» ^«^^^• 

3fm (entern gaQe perfc^oinbet bte Irrationalität / »enn man 
K(a2+z2)=a— uz feft/ weil ba* Onabrat biefer ©leic^nna bnr<(f 
2 t^ei(bar wirb, i^ierbnrc^ entfielt: 

^=1?^' dz=-2adu. ^^^^^. 

«ttf biefe 9trt perwanbelt fl* jr(^2bx-^x') *" r(^^^-^^) ' 
wenn x=b— z gemac^it wirb; bat Sfntegral ifi bemnac^: 

c+ arcT co8= -r-) = c + arc ( cos= "T-" J» 

man Httt andt bie por^erge^^enbe 2;ran(formation anwenben 
(Snnen/ wobnrd^ entüanben wäre: 

^2da 



-ß 



., . ^ =c'— 2*arc (tang =a). 
u^+1 ° 

IL eb. 31. euA« 1 1 



tos Sntedration itx HuQmiiä^tn Sifferentialen« 
y=al [cCx+a+r[2ax+x9])]. 

2)i<fe ®(e{((ttng gehört ber fogrnanntcn Kettenlinie (m. 9Rati 
t)et8(et(^e hiermit: $oiffotii gcMuct^ Ut 3Ratt»cniatit / fi^crfc^t 
9on 9R. 9. 6terii/ ferner ^iHui itfftbu^ itt etatit/ imittt 

Vttmerfttttd. 2>ttr(6 flcdgnete Operatioocn (affcit ^(b {ttwetUtt 
2>{feretttiaIformeIn tcrgcflalt umformen/ bafi man i^r 3nte0rat 
tnittelfi ^er iitftier antfeinanbergefe^un 9Retftoien finben (ann* 

%üt dy=: j-^ p- mnltlplleire man 2&Wt uni 

(l+x)5_(l-x)ä 

9tentter mit (i-\-x)^+(i—i,ß\ beigteic^en mnUtpttrire man 
4n dy= j-^ j o^en nnb nnten mit Ci + x^^i 

(l+x2)l-(l_X»)l 

. +(1— X*)»: mJt Selben Wefuftaten »Sre bann/ »U oben an- 
gegeben/ }tt verfahren. 

3fntegratton ber binomifc^en 2>ifferentia(en. 

§. 128. ®je 2)ifferentiaIformeI Kx-Ca+bx«»)?, m m, n, p, 
beliebige gante ober gebrochene/ poftttoe ober negatioe ®r8Sen beieicb^ 
ntUf oerb ient nKgen ibretf bSoftgen Sßortommentf eine befonbere S^e^ 
trac^tnng. Mnier ben {mei ^ÜUtn, in benen entweber p eine ganie 
vofttioe 3ab(/ ober x»dx bao S)iferentia( ^on x"" ijl/ gibt ti noift 
tmei anbere/ in meieren ba« integral jener SDifferentialformet no 
fnnben merben fann. Ge^t man nSmlic^ z=a+bx»^ fo folgt: 



■= C^)' 



nb" 

Mitlitt/ »ewt man »iefe SEBm^e fnifiitntrt: 

Eti— f 
Ki-dxCa + bx» )P = — ^ (z-a) " «p d/.. 

nb' 



dtttegtatiott »er iinomifc^en Siffevctttialeit. i65 

S)cr U^te «»«brttcf tSgt ftc^ integrircn/ im S^D ter SKi^oticttt 
wri z — a eine gante 3«tit »irt» SBetin ^^=^ <ft/ <>« man zPdz 

}tt ttttegrlren; »enti ^^'^ —1= einer pofulijen 3aW h Iflr Wommt 
man nac^ Ut ^ntmictlnng i)on (z— a> zp dz eine Steige t^on (Dtono^ 
men: »enn enMic^ ^^^^^ — 1 negatit^ ifi/ erftSIt man einen rationalen 

^ n 

93rnc^. S){e »orgeUgte ^iferentialformel fann alfo immer integrirt 
werben/ »enn Uv au^er^alb Ui Sbinomi befinMic^e Ssponent ^on 
x/ nm Me (Siu^eit vermehrt/ bnrcl^ Un iSsponenten pon x innerfta» 
Ui S5inom0 titilbat mirb. 



r 



«nmerinng. ®enn p ü* aW eine getrogene 3a^I — fftt^ 

Mimtf ml^ti (>icr »er wic^Hficre ^aO ift/ intern man foit|{ 
im (ine 9t(it)( von SRonomen jn intesrircn ^Sttt; iSgt fic^ 
fcie 9l«*ntttt8 mitulft tcr Slelation a+bx»=z<i »oc^ l<i*t«r 
antfit^ren. 

§, 129. 2>i»ibirt man Hm<n ta« vovnUm »inom bnr* »» »n» 
mnUipüeirt an^er^alb M mnmi Intäf x"?/ fo Wirt: 

Kx»+»P(b+ax-»)P dx. 

Sßcntet man nun ba« vorhin gewonnene Stefnttat auf tiefen 
leisten ^uiind m, fo ielflt ti m, bofj tie ooraeUfite JDiffe«tttiaI- 

formel ane^ einer rationalen Jofm f*^»^« »<«*• »<«» ^^4 ""P 

(ine gante 3a^( tarfleOt. 

9( n nt e r ( tt n g. 3n tiefer Keger ttSre man unmitteKar gelangt/ 
nenn mm> mie enter getjan/ a+bx»=x»zq gemacht ^fitte/ 
»0 q wi(t(r t(n ütenner ter ge6roc|>enen 3a^( p Ntentet. 

$. 130. 3ttr erlSnternng [tiefet Jeiten SRet^oten mügen foi- 
gente S^eifpieUtienen: 

1. gfir x»dxr[(i-x2)] iU ^* =2. SWanfe^ebaJer i-x»=z; 
e« entfielt bann: 

11» 



io* J^nttAtAtioR itt hinamii^tn SXfferentialen. 

2. 3fötx-»ax(a+x»)~3 iji 5i±l=_.. ^,< 3Mttflrar faiitt ba^er 
tiic^t tta4 ber (rflcn SRn^obe flffnnb«! tverbtit. 3)a0(8(ii ifi ^^^^ 

n 

4-p=:_2; folglich laüt fi(^ bi« ^tiKgratiott na«^ btr )wciun »It- 

t^obe aniffibre». Um )tt iamtittn, nrng man {uerft mit (x*)'! 
ober X-* mnUfpIitiren nnb bivibivcii/ »oburcft entflc^tt: 

x-'ax(l+ax-«)-4. 

SR«» mac^e nttn i+ax-tz«, »oratt« x=^^-^Vf golgtit^: 

/x-Tdx(l+ax-»)-|==r- -i(l-z-3)dz 

— « */-_!-. -«N— 3x»+2a 

2a«xr[(x» + a)2] 

3. 5ßr x»dx(a2+x«)i bcfommt man idzCz'-aV), mctitt a«+x2=z» 
gefegt wirb. 2>araii« ba« gefn^u Sntegrai: 

Är[(a2+x2)»](4x2-3a0+C. 

4. S)(tfgr(i(^en ^«t man: 



/;; 



adx ^ . , _ . „ I ax 



=/ax-« dx (1 + x-2) » =_-ii-_ + C. 



§. 131, solenn bie ermS^nten äSebingungen b« 3nMgraMm«t 
«i(^t ttmt mtUn , fo fttf^t man ba« »orgUtgte 3ntegral »ermit- 
trtft ber mmtiUn Jnttgration anf (in «infa(t>er<< jnrijcfjttfä^r«. 
tiefer 9t(g(( infolge (laben wir/ nac^bm ber ^arje ^a»er z=a+bx'> 
gefe^t nnb vorerfi z ali eonjiant angefe^en worben: 

/x»dx.zp= -^jj-pj- __K_ jap-i^m+idj. woran« wegen 

z=a+bx" nnb dz=:nbx»-»dt: 

/x-dx.zP = i^^ — il^ A"'+»dx .zP-' r-i ) 

m+l m+r «»•2'^ . . . t»-»« 

€« ijl aJer aP = zP-'.z=zr-i(a+bx»D; foIgKtft; 

yk»dx.zP=a/x'»dx.zP"«+b/zP-»x"'+''dx . , , (2). 

S>«r* ®(e{c»fe«»ng ber beibeo ®ertje (i) onb C») entfielt: 

b(ia+l+np)/zP--'.x»+»dx=x»+»zP — «(m + O/zP-t.x-dx . . . (3), 



dntedration ber binomifc^en ^ifftttntUUn. i6tf 

Sßmaufc^t man p — i mit p unb m+n mit m^ fo ftnbct man: 

/x"»<3x.zP = r > . . . — r ♦ • • CA>* 

6e^t man fiir ba« (c$u @iUl Ut OUic^ttng (2) feimn Mi 
(3) genommenen Bettti/ fo ttUlt man: 

•^ m+t+np 

}. 132. s>er ®((ran(^ tiefer ^tlwüonifttmün mibt fid^ ani 

1. 9)litt<lfl btr 3formrt (A) wirt ta« Jottgrat /x«dx.zp auf 
/x»-»zPdx jiiriicfd<6rfl(*t; tieft« le^ure tagt ü* tarnt toieter auf 
/x»-»"zPdx jttrürfffi^rttt tt. f. 1»./ UmMt, baß na* i 9lfttt«i»tt<ti 
Ui nt^ptünitiä)t ^nmul un /x»-*"zp dx abfängt. 

2. ®i< %omtl (B) bltnt tajtt/ ttn egponettten p Ui »Inom« 
z nac^ ttttt Mä) um 1/ 2/ 3 . . . @iii(eit(it }tt mmintetrn. 

3» 2)ie 3forttifIit (A) ttnt (B) «rffiOeti nic^t mt^t ii)tta 3»«*, 
wenti m iint p ttegati» ftnt/ ti)(i( fte tantt bctt Scpoitentett vott x 
auicrdal^ tet ^Ummerit ttnt teit te« SJinomtf oergrügertt. StOein 
tttr* «uflofnna t« ®Itl*tttt9«n (A) m\> (B) rüd|t*tli* Der attf 
ter rec^teit 6(ite Ui @Uidfi)titH<i<iKni »(finblicfxii ^ntegtaU io 
langt man m tieiKii gormeln/ ti« fl(^ bann in bem ^meffttiben 
gaOe anwcnben mt». 9tuf friede 9trt jie^t «tati aui (A), toeon 
man m— n mit m «»taufest: 

^»♦izP*i_b(m+n p+n+ l)/x»^»zP dx .^v. 

/,-dx.zP= aCoT+l) • • • ^^^' 

be«gW4en an« (B), wenn wan p— i in p »cmanbeft: 

4. 2)a« 0eftU ber egponenten »on x in Hm ffttWm Ut 3»- 
tegwtiDtt ifidt 1lc& bemna* ^i<t »on »örnj<«in bejHmmen. 6o i. 95. 

f((t man Ja»/ baf ba« Sntegral »on p^^ZiT) "'"' ^*' ^'''•" 
(Ax*+Bx2+c) r(i— »^) ift/ »0 A, B, c nneeUinittit« 5p<fjl(i<n. 
ten barficOett. 

5>en tm<ii m^mtn ©tbtanc^ «nferet »or^trgc^tnbtn ^omtla 
tiwtn wir ^icrnac^ nmge^en/ inbtm toir bie S)iffercnttaU foi^cr 



iCO Sntegratien htt hintmifä^tn Siffctcntialcn. 

Uuiitüdt ®ncb fär ®lieb mitetnanber verglcicftcti/ »oi^on »ir fc^^on 

im §* 123 ein 95cifptel gefe^en Ij^abeo» 

Xnmerfttns. SDic ^ier aufgcüeOtcti Dier SRcboctiontformeto 
mtUn ffir bie S&de/ in ml(btn Ht 9tenncr ocrfc^minben/ 
nnbrattcftbar. 6« ereignet ftc^ bte« in c fiir m+i=o; in C 
itnb D für a=o; in A ffir b=o; in D für n ober p+i=o; 
in A nnb b ffir ro+i+np=o. 3fn aOen biefcn SSDen aber 
Mi ftc(^ Ui ftaill(ttt 3nteflrat auf URononte ober rationale 
S3rtt(tie iurficffiitiren/ toai unfere SRebuction^formefo o(ne(tn 
entbe^rtict^ mci(bu 
§. 133. SDad 3ntesration<oerfa6ren/ mt^ti toit je^t mitt^ei^ 

Un woütn/ oerbient megen feiner ^infacd^eit nnb ber mancherlei 

Itmüänbe/ in benen e( Stnoenbung geüattet/ einige 95ea(6tung. (S< ifi: 

ober/ na*bem ba« erile ©lieb be« {toeiten Zf)ttii mit KCl—»*) 
mnltiplicirt nnb bioibirt worben : 

i^ieran« folgt/ »enn man integrirt nnb traniformfrt: 

y ^ X' dx x'-'/^(l— X«) , n— t / * x°-^dx . 

SRacftt man bie nfimHcfte SReel^nung mit x"-' y"(i*±i) / fo 
ünbet man: 

y ^ x'^dx _ x°-T(x2+.i) — n— 1 r x"-^dx . 

a)?itte(it biefer Formeln ifi e« m9gltc(i/ jebe mit ber 9Bnr{eIgr9Se 
;^(A+Bx+Cx2) behaftete Snnftion }tt integrJren/ »e« fle M auf 

^*< 5orm - jriJz^.^r. ober y^^j^) ^Hngen Wgt. 3fn>em man oben 

nnb nnten mit a bioibirt/ fann man bann bie tßnrtelgrSfe in 
r(i±^^) ober r(^^±0 Perwanbeln, JDie gormein (E) nnb (F> 
mactien bcmnac^ viU^i Ui nrfprünglic^e integral oon 

/ rc'xAi) ^^^^ ^^^jT^x^^y ^^^^ " tt»««rabe/ ober von 



' dtttegy^rtien bev btitirtiiif((eti Sifferentialem 167 

S>it itiUn etilen 3ntesta(e ge^Sre» Ut 4ien $iinbamettta(reflel 
«n; ba0 britte ifi im §. 125 anmtitn mtUn; ba< »ierre (ammt 
bcm 9$0gen }tt/ beffm 6inu0 =x ifi«. 

S)ie ^ormelit (E) ttnb (F) finb nic^t tne^r (iraitc^(ar/ mnt^ 
n iKgati9 iil. 3>itt(d ttmfetirittifl berfelben gelattflt »an lebocd t» 
nenen/ für ben frag(ic(^en $aa t^affenben 9le(ationen/ »etc^e andft bnrdft 
eine ber o6t«en S^Iic^e »e^anblnng be* «nJbrucfe« x-«^+«/^(i— x«> 
trnwitteUar abgeleitet »erben (ünnen. nthtlmi ift: 

Jxr(i-^^) k X > 

Xinmerfnng. iDa» le^te integral (Sit fi(6 bireft auf folgenbe 
«rt flnben. ü»an fefe r^(i—T^)=z\ aMbann wirb: 

obet/ »enn man fßr zben®ertl^ f^(i— x2) tt)t<ber fierfleat: 

r dx /- i+r(i-o \ /- i+;^(i- x2)N 
JxTi=r2-----'\i-r(i--^oy+' \ — ^ — >^^ 

$* 134. snit {)fitfe ber vorl^erge^enben Stebnetiontfformetn er« 
larten »ir folgenbe 9lefnttate: 

/p^i^i«) =""!■• r(l— »^)+Iarc(8in=x)+c, 

y^ x«dx x2+2 ^^., , ,.^ 

dx r(i-»^) 



ß 



x^ri-x* i ^^'^ 






i<(0 dtttcdration tini^tx Sfiponetitialfnnftieneit. 
y^(2ax — x2) "^ ^ 

®c^ ttiati taftct itt Ut Stebuftionfformel m— j ffir m/ i für n/ 
— { für p/ ferner 2a flau a tttt» — i ftatt b; fo erWft man; 

y"x"dx _ it°>-i;^(2ax--x^) (2m-l)a ^ x"-'dx 
y-(2ax— x«> m '^ m J >^2ax— x* ' 

eine SKetuettoniformet/ »eictie aoc^ bireft burc6 ein mit bem im 
§. 133 analoge« 93erfa(ren gewonnen werben fann. 

Integration einiger eKponentialfnnftionem 

§« 136. S)ie @Sponentia(fun(tionen bieten twei (efonbere %&üt 
bar/ in mtö^tn man fte fofort iategriren lann. 

1. 3n ber SDiferentialfunftion za> dx/ mo z eine alge^raifc^e %nnU 
tion y pon a^^ ift/ mac^e man a^" = u : man erlj^fitt bann bie in aseing 

anf u algeJraifcde Jnnftion -^. eo wirb }. 95*; 

du 



/ a' dx 1^ r 



2. S)nr(^ iDif erentiation pon ze^^ / m z eine a(ge6raife(e ^unU 
tion Don x ifi/ entilebt c'dx(z+zO* 3ebe ejponentialfiinftlpn/ 
fär oelct^e ber ^aftor pon e^'dx aui imi Zitiltn U9t\>t/ beren eine 
bie S)erioirte bei anbern ijl/ to&tt bemnac^i teicdt tu integriren. 

93eifpie(e: i. 9Ran jtnbet: 

/e" dx(3x2+x«-l>=:(x«— l)e^ 

11. Stt-ffz^ w<^4^ «<^» l+x=z; man erWlt bann: 



/ V xdx e*^ /dz _ dz\ _ e^ «» 
(1+x)^ ~ e\z iV~ ez— H 



1+x -^• 

§. 137« 3n ben übrigen ^&ütn mng man jeboc^ feine Sofittc^t 
in ber tij^eUmeifen Integration nehmen. 9(nf biefe 9(rt (efommt man 
fdr X» dxa""/ wenn annSc^jl x*" a» eonjtant bctrad^tet mirb: 

/x» dxa« = '^^^^^ ^ /a» x»-'dx. 

•^ Ja la 



SniettAti^n einiger espotteittialftinftionctt* i09 

Snbcm matt aitf glti^t SBeife tttit a^x'^-Mx tt. f. «)♦ »erfährt/ 
flcfotiflt ntatt ftir eitt pofitipetf iatuti n )tt; 

/a« X- dx=a« (^- p^ + P,^ +.. + ^-^,,^)+ c. 

lDi(fc((e 9t<c^ttttng gilt attc^ für za"" dx/ tvenrt z cittc atgcftraifc^e/ 
gattae $tttt(ti0tt i)ott X fit, 

§. 138. 3}tati fte^t (ei ctitiger UtUtUiuni iall tin, bag/ tventt n 
ttegatio ijl/ tttatt dagegen ^ett SEpottentctt t^ott x fucceffii^c i^cme^reii 
ttttti 3Rati txHlt iUtmdff mnn a> nttt^ alt cottflattt atigcttattti^ 
tttett tvirb/ {ttti&cf^ü: 

/ a'dx — a» la /Vdx . 
jt» — (n— l)x°-» "*"!!— IJx»-* ' 

fernetf tta(6 fortgefc^tcr Sictcrtiotottfl befrc(aett SBcrfa^reti« : 

/ a' dx _— a» /^ 1 la 1^ 

W-^a \ l°-'a Aldx 

"^1.2*3«.(n— 2)xy"'" 2-3»«(n— 1)^ x * 

(S< tSgt ftc^ feine toeitete Sletttctiott attbtittgett/ toeil ttnfere Somel 
für n=i ttic^ti 8i(n S>U 9(tial9flett (a^ett ftc^ töngere Seit tttit 

Ut 9lufftt4itttig Ui Sttugrali /^dx (efcdäftigt uttt {i(6 gettüt^iflt 

gefetiett/ ba<fet6e aM eitte tratitcettbettte QtUt eisetter 9frt aufin^ 
fteOett/ bai triebet burc^ ^rettfbogett noc^ Sogaritbittett atitfgebräcft 
iverbett fantt. 

3)a« ^numlp^ mt fi* tttit <)i»fe ber Sleratioit 

a« 1 ^ , l«a . 13a « . 

fofott bttrcd folgettbe itt< Uitettblicde fortlattfettbe Steige batfteOett: 



/ 



— dx=lx+it.Ia+ .^H-^-^-HW. 



/^x dx 

mt Ut fUtäfUMi thmta fär Ua QtUwi^ in Sa^eaeii 



A70 Sntcdvatiott eitttdet tod^rttlftmifc^ett 9nttftietrem 

)iifammenfl<0cat werten / »ie bie4 mit bett gosarit^meti ititb 
Xretifunftionen bereit« gefc^elj^eti ifl. Sin integral/ leffen 

»eflimmtttig ^^^J~~ ^^^Stiftifl gemacht worden iflr >arf 

ta^er a« flefonben anflefeften »erben. 

§. 139, 3ü n eine oebroc^ene S^^h fo ftob bie UiUn obigen 
Stttmicftongen nnbegrentt. 

{)at man }. 93. n=— 4/ fo liefert lit eine bie Steige: 

J r^ ~ lar^ V"^ 2xla "*" 4x2l»a "♦" * • y-^-^^ 

bie ameite aber bie 9leitie : 

/a» dx a» /„ 4x2|a . Sx'l^a . \ , 

9(eftntic(^e< gilt für za^^ dx/ »orin z eine beliebige algcbraifc^ 
Sfunition Don x ift. 

Integration einiger (ogartitMifc^en ^nnftionen. 

§« 140. e« fei bai 2)iferentia( zdxi-^ x/ mo z eine algebtalfe^c 
Snnftion i^on x bebentet/ in integriren. 

!ßenn n eine gante pofttioe 3^^ ift/ fo (S§t fte^ oermittetft bet 
Integration bnrc^ Steile bae gegebene S)iferential infofern i>ereitt« 
fachen/ aW ber Deponent "o^n \x f (einer wirb, ^m txWx n&mtic^/ 
»enn man ittnSe^it i''^ Hi eonüant anfielt: 

/z dxl» x=l'^ x/zdx— n/ A^-'x • ^ /^ ^» ) ' 

in welchem Slefnttate ber Ssponent oon ix nm eine C^in^cit vermitt^ 
bert morben, 2>ttrc^ mteberi)o(te Slnwenbnng beffelben fiSerfa^tetrt 
wirb man {ule^t Ui gefnc^te integral auf bie Integration einer 
algebraifc^en %nnlii^n bringen. 

gilr ba« 2)ifferentiar x»l»xdx gibt bie gormet: 

/x»!«» xdx=:^ I« X ^ /l'^-4.x« dx, 

3>ttr(l^ IBerwanblnng wn n \n n— i ftnbet man: 



etlit mm iitit SHebttftionen fort/ fo entfielt folgente aOgemcitie 
formet: 

$. 141* Sßentt ter l^Epotirnt n eine negative 3a^( ifl/ fo rnttf 
man ba< 9}erfatircii Hf^in abändern/ bag bcr (SKponent grügermtrb/ 
tt)a< bdbttrcl^ }tt eitanbe fommt/ baj man bei bcr tbei{»eif<n Snte^ 
gration bon /zdii^^x i^orerft z a» eonjtant betrachtet Segen 

-^^ — =--r7 f*teibt man ba« gegebene 2)lffetetttial »le folgt: 

X n+1 

zx«— • i'^x; tooran« bann entfpringt: 

ein 9lefn{tat/ toelc^eO bem beabfic^tigten Stoecfe entfpric^t. 

Um bie Statur ber bler oorlommenben 6((mierigfeit bejfer ein^ 
{ttfe^en/ mifge nnfere Formel i^re Mntoenbnng anf ba4 3>ifereatia( 

^^ fittben; fle gibt bann: 

1» X n— 1 VI »-»X "^ n-2 * l»-»x "'"(n-23(n-3) l'*-3x + - ^ 

(m-ft)""^ rx°d» 

"*" 1.2«3—(n-l)J Ix * 

Sßir finb bier genötbigt/ fleben »u bleiben/ mil für n=i nnfere 
Sformel nnbranc^bar wirb, ^ai integral tögt ^\<tt aber auf eine an^ 
bere Sform bringen/ mnn wir x»'^i=z fe$en; mir erhalten aUbann: 

du 



Ix —J Iz ~J u 



»0 iz=a gemacht morben: ti t&mt biernac^ Ui im $. 138 anfge^* 
fiibrte tranicenbente integral »ieber {nm iBorf(^ein/ bat nnr 
bnret^ eine nnenbliet^e Steige bargeileOt »werben fann« 

«nmerfnng« 2>ie Stettie: 

%" du 



ß 



u =«+•"+» iiäijH- 1:2:3:3 ^-»^♦ 



(onvergivt ffir icten Sßrrt^ von «. SU a negati»/ fo wir» 

-jj— fCfWtt 



17« 'SntcgyAtion trtdonomettifAcr Sfunftionrm 

teeOeti Sßertl^ iul&^u iDenn c0 ift lu bttrc^ Sotcsratiott i>oit 

— crnftanbeti/ wofür man JJ"^ fcfetcibr« fatin/ wa« i(— u) aW 

3iitc8ra{ gibt. 6e$t mm in ber legten formet la flatt u ^ 
fo fommt: 



A 



^ -+"«+,„+ j^+j;^3+„.. 



tt)o matt/ »ettn u<i ifl/ i(— lu) üatt Ha ja ttc^men fiat 

$. 142. 311 n eittc )>oütit^e ober ttegatioe ge^roc^ette 3^(1/ fo 
lann man btiU SKebttctioniformrIn obne @tibe fortatttDcnbctt/ fo bag 
man jebctmal eine tinenblic^e 9lci6e (efommt, S)ie erfie formet }. 95« 

anf y=j^ angetbanbt/ gi^t anf biefe 8trt : 



Integration trigonometrifdder i^nnltionen* 

$. 143. (SntbiiU eine 3)lferentia(formet ^rei<(oden/ fo lagt 
fl* ieberjelt/ »eil bie {Differentiale be« »oijen« algcbraif^e gnnf* 
tionen ^nb / Ui integral oermttteljl ber tl^eilmeifen Integration auf 
Hi einer alge^raifc^en formet iurüctfüt^ren/ infofern man babei ber^ 
gleie^en S5ogen oorerfl ali eonüant betrachtet. 6o ^at man/ mnn 
z eine atgebraifc^e ^nnftion ijl: 

fzAx*arc(sin=x)=airc(sin=xy^/Ax— l^j^^~r ; beögleicftett: 
/zdx-arc(tg=x)=arc(tg=x)/zdx— / -^^* 

S5eifpieU: 

1. /xdx arcCsin=:x)=} x2arc(8in=:x)+ J x/^(l — x^)— ^ arc(sin=x)+c. 
jr(i^X^) arc(8in=:x)=x-r(i— X*)*arc("n=x)H-c. 

§. 144. kommen bagegen trigonometrifc^e Sinien in ben S>if' 
ferentta(fnn(tiotten bor/ fo gibt ti berfc^iebene ^tt^oUn; biefel^en 
}tt integriren. ^ie oortügtic^ilen biefer SRetboben/ bie ba(b me^t 
ba(b weniger bortbeU^aft ftnb / mUtn mir (ter in Xärje angeben. 



Sr{le9RetNbe* 3Ratt tann ioidtt ^nnltUntn 9tti in (itto^ 
mifclie !DiiFercmia(e i^ermanbeltt» S)enn mactit man 8inx=z in 
iin»XC0S°xdx/ fo ctttfte^t: 

/sin"xcos» xdx==/z"dz;^[(l— z2)»-">]. 

S)a« U^u integral ergibt üdd fofort^ mnn n ttngetabe ifi/ 
toai Md) m fein mag* 

S)ie crfie SJebingung ber SntegrabiHtSt (§. 128) mitt erfüat/ 
mcnn ii4 m a(( eine nngerabe 3at)( ^eranifieat/ meil bann Km+i) 
eine ianit 3at)( ifi- 

S)er {Weiten S^ebingnng Ut 3ntegra6ilitSt (§. 129) gefc^ie^t 
®enfige/ menn m nnb n btiit gerabe ober beibe nngerabe 2^Wti iinb/ 
mil i(nk+n) alebann eine ganje 3atil ifl* 

3n ben übrigen SSOen mirb iai gefnctite integral anf batfienige 
be< einfac^üen analogen S)iiferentiaM turücfgefti^rt. 

»eifpiele: l* 8in*xcos«xdx=/zMz(l— zO=T«in"x— ^sin'x+c 

2. sin^xdx =j^j^^j;^.= 

. fc , /* z*dz sin'x + isinx , l«3*x 

3. s,n-xax=y^-prp^= j cosx+-2;^+C. 

4. cos*xdx=|Sinxcos^x+ jsinx+ c. 

$. 145. Smeite SRet^obe. 9(n< ben 3ntegratforme(n ; 

/dxco8lix=r— 8inhx+C//dxsinhx= r- coskx + c 

fliegt ittnSc^fl bafjenige aOer rationalen nnb ganzen ^nnftionen oon 
€fintt( nnb (Softnutf/ meit man bie Votenjen biefer trigonometrifcden 
Sinien in 6inu0 nnb (Softttni i^ietfac^er S3ogen (f^ö^ere 9((gebra $« 185) 
antfbrücfen fann. 

»eifpieU: l* /co8*xdx=/(Äco8 5x + Äco8 3x + {co8x)dx 
=Äs>n 5x + ^ 8ln 3x+ { sin x + c« 

2, /8in' xdx =/ ({ 8in X — } 8in 3x)dx r= — ^ cos X + ^ C08 3x + c» 

S>iefe Slet^obe mirb portngiweife bei ben nnmerife^en 9(n99fnngett 
gebraucht/ menn bie 6inn< nnb Sofinn« vietfaclier SBogen flatt bet 
Votenten üener Sinien gewStitt werben. 



>'4 dntedtAttott tr{donometr{f(((t Sunttitntn» 



$. 146. S)rUt( Wltt^olt. S)U im §. i8i Itt ^H^m 9(l8((ra 
attfdtfäMen ^ormelit: 

»""f= -^JFITi ' cosx=z X , 

9tmitmft mlit)» ftc6 tU trigonom(trifc^(n gunftioncn in espoitett' 
tiargröfftt »erwanbeln lofffti/ JHiia«!! tie 3ttte«rat<oit t<r «fJtm 
«ttf iititniit Ut Ulitttn jorärf. 

»eifl>i<r«: 1. /C-cos bxJx= » «»«'>»+b«" »»^ e", 

A r .» • L- j a sin bx — b cos bx 
2. /e«8in bx dx = ^ — j;2 «"♦ 

§. 147. eine liierte OBetNbe liefert nni bJe t^eUwelfe 3fit- 
ttimion. Springt man nSmlic^ iai ^Differential sin°>x cos«" x*dx auf 
We 5orm dxsinx.cos^xxsin^-'x, fo findet man/ weK — dxsinx 
Ui S)iferentiat 9on cosx ijl: 

/»j • « » sin"-' X ^. m — 1 

jdxsin^xcos"* x= cos"'***x+ -- — • 

n+1 ^ n+1 

/cos°+^X8m»-Äx.dx (G). 

<)iera«« entfielt/ wenn man erwägt, tag co8»+ax=cos" x(i— sin^x) 
iftf nnb HtUi}ti 

jdX8in™xcos° x= ; -+. i 

m+n m+n 

/dX8in"-^*xcos"x » » . (I). 

3nbem mir anf biefelbe 9Beife mit cosx mfa^ttn, toU fo tttn 
mit sinx/ erhalten mir bie ^ormetnr 

/dX8in»x cos» X = — /sin^+^x C08»-*xdx,,,(H) ; 

m+l m+1 "^ »^ -^ 9 

/dxsin» xcos- x= «i""''^ cos°-' 3 i?=-Vdx sin°x cos°-^x ... (K>. 

JDnrcli ttmfe^^rnng ber Sformet (KD entfpringt: 

n ^ 1 sin"+' X cos»""' 

n»xcos""-*xdx = 

n — 1 

woran«/ wenn n+2 für n gefegt wirb/ 

05° xdx=; 

n+ 

/sin«» X cos°+* xdx . . . (L)» 



/ »in- xco.-*xdx = - »"-"J^^os-'x _^ ^n^^.^„^^^.^^^^ 



/sin-xco.« xdx=:-""'°"^''°''°"V"+"+^ 

n+1 ^ n+i 



Qntt^tathn tvidonemettifcder Sunftiontn. i7tf 

ebenso tniMt ant itt ^otmtl (i) inx^ UmfcMng unb Gu^ 
flitution oon in+2 für m; 

^ q^ + 1 m+l 

/sin"***xcos»xdx ♦ , . (M). 

i 148. anad^t man n ober m StuU in ben S^i^meln (i) nnb (R)/ 
fo bat man: 

/sm»xdx= /dxsin"--*x; 

•^ mm ' 

z' « 1 8>n ^ cos"""' X . n — 1 ^ , ^ , 

/cos'^xdxzz: • /dxcos°"~*x, 

n n *^ 

5Dnt(^ micbcrbolte Sfnmenbnng bev Formel (i) tarn man bai 

integral /dxsin™xcos» x anf/coi» xdx ober anf/sinxcos» xdx iu* 
rfictffibrcn; in bdben SfAQcn märe mitbin bat nrfpriinglicde 3fnte^ 

grat ali gefnnben in betracbcen. ^an fann au4 mit {)ii(fe ber 

aformel (K) bat integral /dxsin«>x cos» x auf /sin» xdx pber anf 

/co8X8in»xdx turüctbringen/ ml^t beibe Ir^tern 3ntegraU M 
befannt antnfeben jinb. 

S5 e if P i e ( e: !♦ fAxsmHcos^ xs= — }sin^xcos'x+f/dxsin xcos^x^ 

/dxsin xcos2x^|sin*xcosx+ j/dxsinx; 

frtglt*/ »eil /dx8inx=— cosx+c/ 

/dxsifi'xco$2x=cosx( — Isin^xcos^xH- ,\sin^x — ^) + c, 

2. /dx sin^x cos* x=} sin* x — {sin'^ x + c« 

§. 149* ünac^t man in Un Formeln (m) nnb (L) m negativ 
unb n StnO/ ober n negativ nnb m StnO/ fo befommt man: 

/ dx cosx m — 2 / ^ dx ^ 
sin°^x (m — Osin°^-»x "*" m— 1 J 8in«»-*x' 
/ ' dx _ sinx n— 2 ^ dx 
cos» X (n — 1) coso-»x "*" n — 1^ cos°"* x * 

gilr m poütio nnb n negatio wirb bafl3«tegrat / ^p"" wit 
i&ölfe ber WebnctionJformel (D anf A^|^^ ober anf A-^ 

^^ cos X ^# cos X 

|ttvä((sefü^vt/ i( na^btm m mittatt »Ut gerabe ifi. $«4 erfte biefet 
teib« U^wtt SnttgraU IH = fn_Qco8»-'x ' •"äjrciib b«« atibtre 



i76 Stttcgratioit ttidon^mtttifditt ffunftiottetL 

mitte(fi Ut iwtiun Ux ottn fic^enbett 9l(bttcUon<fptmc(n aW tiüii 
btUnnt oltt }^on P^ ab^Sngig tu (etrad^tcn ift* Stt bemfeUen 

^^ cos X 

gatte Jttitat bJ< SRcMtcHomfotmrf CM) Ui 3fnttflral /JUÜ^ «nf 

^_/ COS X 

/dxsin~x ober auf / coriT ^ jttrücf / |c nac^bcm n gcrabe ober 
ungerabe ift. S)ai crile biefet integrale i# a(i gcfutiben ansufeM/ 
wä^reiib iai imeite mitteljl (0 j>on /^ ober wn pilllll a5. 

" ^ cos X ^ cos X 

(»Snflifl semad^t »irb. 

$ur m negatit) utib n pofttb (iefcrn bic Sormern CK) tiiib CL) 

/cos** xdx 
^■^„^ analoae Slcfnftate. 

S)Jf gfuaf tiune« ^^^^ w\> ""°][t^ r«ff<it ü* ädrigen« aiK^ »t« 

siii X cos X 

folgt inttitittn. 

S)it etfie !• 95* iit/ toenn n eine gerabe 3<^^( ^^^ ntac^t/ mit 
^^ Tin^"*''^'' ^"^ 8lcf*fleUettb» JDle gntmicftang oon Ci-sin^^^ 
liefert eine 9lei(fe oon @Uebertt oon ber ^orm sin^' xdx. ^m gfaO baf 
n=2h+i ijl/ ^at mant 

cos^'^xcosxdx (1 — z^)^ dz 

sin^x z" ' 

toetin sinx=z gefe$t loirb. 

«ttmerfttttfi. ©ie gormel CD ijl tttiBraud^Bat fflty ^o^Tx^ 

toeon in=n ifi* 9Bit tooOeti babet biefen ^aO befotibetr« ie^ 
ttrad^teii/ b. b*/tang>°xdx auffuc^em iDitrct^ Umfe^rttttg ber 
gorttielCHD fommt: 

r • «+* «— ^ j sin^+'xcos^-'x . m+1 

/sin™+*xco8'»~*xdx;= 1 ^ 

n — 1 n — 1 

/sin" X cos" xdx. 

i^ieraitd folgt/ »enn man je^t m— 2 ftatt m/ ttnb — m+2 #att n 

fe^t:/tang«>xdx= j^— j- tong»-«x— /tang»-»xdx/ 



Sitte^VAtion tvidettem€ttif(6€t ffttttrtionctr. i77 

mnaö) baö integral /tang«xdx a» tefannt o^er m atif 
/tangxdx teböcitt aiigefel^ett mxUn lann. 
«ittc «^n»*e'gformct liefert mi bie SRelatiott CG) fßr ß^ dx. 

§. 150. 6e^r (eic^t lafTeti jtcfi ^(uibrficfe 9on ber $orm 

y sin'^x^cos" X ^^^ ^ittf«*^« ittrücffiidreri. SDIttltipricirt man ti8m^ 
K(t> beti 3«Mer mit cos2x+sin«x=i, fo erWU man: 

y ^ dx _ / ^ dx z;^ dx 

8in"x • cos" x J sin^-^x-cos** x J sin™x»cos°-*x * 

S>iefe Formel wendet man fo lange an / bii im Stenner nnr Me 
crfle potent i>on sinx unb cosx iutüd hkiit 

/dx 
, ,^,; a " tcfommt man/ wenn man er- 
cos xsin X 

Wiitf baf 8inxcosx=i8in2x tttlb 2x=z flefeßt »irt/ 2°~» hr^ f 

^ sm" z 

»clct^er 9(n$brn(( nac^ ben geae^enen S3orfc(^rtften anfin(9fen ift. 

§♦ ifiK afolfl^«'^« fä»f trlgonometrifc^e ^tttegtale ftnb ^5*jl 
einfach/ nttb bed^aib merfmürbig/ meti man auf biefe(6en U\ ben an«* 
bern in integritenben ^nndionen btefer ®attnng burc^ nnfere von 
(crgebenben Formeln jurücfgefiidrt mirb. 



J-. 



1 
!• gfir ^"j-^ erbäft man/ »enn cosx=z gefegt wirb/ 

dx , .11 1 — cosx 

sin X 



1 I XI 1 — cosx .- 2xw 1 — cosx 



2. eine fil^nlic^e 9lec^nung gi(t/ wenn man sinx^=z mad^t: 

cosx y^(l — sinx) ^"^ • » X 

^,1 dxcosx^ ^ /TJxcosx /*dx ^, . ,/ . n 

3. %it —. — M «tan / . ^ = Z;^ =/dxcotx=i(c»inxX 

" sinx ^ ^ sinx ^ tangx *^ ^ 

i, i9^ A ^ 1^ /*dx8inx ^, /Mx , c 

4. JDetf gleiten / =/dxtangx= /— — =1 — -. 

^ cos x *^ ° J cotx cos X 

5. 5Dttrc^ Kbbition ber beiben {entern Formeln entffe(^t: 



/; 

^ SU 



dx , csm X ,^ ^ ^ 

=1 =:l(ctangx). 

sin X cos x cos x ^ 

iL e». a^. Ott«. 12 



IT8 SB(0iminttii0 bet itnfttinun iti K« g<fj«nb<n«tt 



<DU 5om<I dx sin»! cos» X Wirt fi<i alfo J[<t<«raal irngtitn 
UfftUf fo lang« m «nÄ n gante pofiti»« oter aegatiu« 3«W«« i«»^. 
aSdin in Mi n 9tbro*tne Sagten ttbeuten / Wirt man iebot^ feine 
3ttHn*t jtt ItngiciM nehmen mäffcn/ einige gSOe ab9ere<§net, »» 
fi((> W 3nK0ration wa UM darbietet. 

»eifpiete: i./n^o^T =l^-^-T^+'*«^+'^- 

2. / =— Jsm'x+lsecx. 

J C08 X 

S$e#imwttng ber (Sonftanten (ei bcn gefitnbetten ^tttc^ 
jtalen. afntcjration barc^ Steigen. Sttt^fltatiott 
Itt M^^tn S)iffetetttia(c. 

§, 152, ei fei P ba« 3ftitefltal einet ©Ifferentialfunftiori zdx 
9on x/ ober dP=zdx/ ferner c Me wittfü&rlicbe ßonftante/ »eWe 
man Wnjujttffiflen tat/ um bem 3nteflrat bie Stttäemelnöeit }tt er-« 
»teilen^ bte ti juläßt/ mithin /iidxt=p+c, ©o lange fi*'fl ^Ur ttni 
eine Mo^e 9tec()nuns banbelt/ bleibt biefe Sonflante »iOtörltc^; fte 
ft'itt ti aber auf ju fein / wenn fu/ bei bcr 9ln»enbunfl be« 3it* 
tegraW auf ein beftimmtetf ^Problem/ flewiffen »orgefcbrlebenen 85e^ 
bingunflen gcnuflen foO. mn man j. SB. ben j»tf*ett ben OrbU 
naten bq pm (^ig* i) entbaltencn ^läcftenranm BCPM=t, wel*c 
Orbinaten ben Mbfciffenaunb b entfprec^en/ fnc^en; fo bat man/ »eil 
dt=ydx, bttrc^ Smegration t=/ydx=P4-c. Stimmt nnn bie 
glScfie t=P+c für x=:a=AC Ibren Anfang/ fo »erfc^winbet t für 
x=a; ti itl bemnact A+c=0/ ober c=— A, wo A ben SScrtb bar# 
am, »eichen bie bur* Integration gcfunbene gunftion P für 
x=a erbSIt; folglich t=P— A, 

@$ iil jc^t nic^td meiter nütbig altf 3[=b ju macbcn/ «m ben 
ttbifcben ben gegebenen ®renien eingefcbloffenen ^(ac^eninbalt {ti be^ 
fommen; man bat bann/ wenn b ben SBertb be^eicbnet/ meieren P 
ffit x=a annimmt/ bafl gefucbte gntegrol t=B— A. Uebetbaupt 
mirb man jur S3efiimmung ber miafübrücben (S^onilanten c aui bcr 
Statur bet in ^rage ftebenben ©egenjlanbed ben SBertb k/* meieren 
lai Stttegral t=p + c für x=a erbfiU/ ju ermitteln fucbeu/ mo« 
bie 93ebingungdgleicbnng c=U— A (iefert ; ti ifi bemnac^/ menn biefer 
S»ert|i in ba« aflgemeine integral fubfHtuirt wirb/ i=P+k— a. 



Seidc^ttct bann ttocfi g ben SBert^ feed ^ntegta» für x=b/ fo (at 
man latami g— li=B— A, lüotaa« Jervotgeöt/ tag etf tiic^t aWttt 
ttot^menbifl/ beti Urfprttnfl Ui ^nttitali }tt tennen» 

3cbe0 ^nte^tal/ bcffen ^(nfang ober Qxtnitn unfieffimmt geraffen 
»erben/ wirb ein nnbeftimmtetf 3fntesral genannt/ nnb mn^f 
om t^oOjlfinbia }u fein/ eine n^iOfü^rlict^e Sonflante entbalren; bagegeti 
ifti^t bad ^nt^gral ein beflimmte^ integral/ menn feine ®rett« 
len gegeben jtnb* 2Bie bie ©leic^ung t=B— A jcigt/ finbet man ba< 
iwifcfien ben gegebenen ©renjen x=a unb x=zb jn entmicfeinbe ^tu 
tegra(/ p^ne gerabe n3c()ig jn ^aben bie n)iafübrlicf^e Sonflanu {u be«» 
ftimmen/ aucb baburc^^ bag man in bem aOgemeinen integral t=:P-hc 
inerfi x=a/ bann x=b fe$t unb Ui erflere Slefuliat vom {»eiten 
fnbtrabirt. 

Um anjubeuten/ iai batf integral /zdx innerhalb ber ®ren}en 
i^pn x=a bi« x=b genommen n^erben foO/ toWu ^onrier bie S$e^ 

»eic^nung / zdx. ©o »• 95. ifl /^^sinxdx=i, wei( ba* 3nte^ 

gra( —cos X ftc^ an ben beiben ®ren)en in — i uni o vermanbelt. 

^erSCttibrncf / ^ jeigt an/ bag batf integral bei x=a anfängt nnb 

fid) bi« jtt einem unbefiimmten ^ttii) ber 93erSnberIi((ien x erftrecft. 
$• 153. ®enn man eine vorgelegte Snnftion nic^t genan inte^ 
griren fann/ fo mug man jic^ mit einem genäherten iBertl^e M 
Sfnregrati begnügen. Um jn biefem genäherten Sßert^e oon/zdx }u 
gelangen/ entmicfe(t man z in eine SReitie nac^ jieigenben ober fanen«* 
ben potenten oon x, mnUipUeirt bann iebed ®Iieb mit dx unb in^ 
tegrirt. 

»eifpiele: 1.3«^ SSeftimmnng be« 3ntegraW /jt^ *«^ 

man (i + x«)->=i— x«+x*— x«+ , , . ; 

folglich/ »eil anbrerfeitJ /Yq^^=arcCiang=x) iji, 

arc (tang=x)=x — Jx^+I^* — ?x^+. ♦ . 

2. Um y ^.^^^tj =arcCsin=x) bnrcj^ eine Steige anJjtt^ 
brSefen/ l^at man: 

12 * 



liOO lBc0immuttd bct Confantett l^ei btn ^tfnnbtntn 
arcCsin=x) = x + 5;:3 + 2:4:5 "H 2:4:0:7 + K. 

(S0 ifl feine Sonflaote ^tttittgcffigt worbeo/ weK ber 930gen/ um 
ben e0 ftc$ ^iet (ianbe(t/ ali ber neinjle bon benjettifieti/ meiere beitt 
6iiitt0 ober ber Sangente x entfprec^en/ {nsleic^ mit bem 6intt< 
9ber ber Sangente oetfc^minbet. S)ie tt9t biefer ^omtin würbe in 
ber liü^ern «(gebra jur 9(uffuc^ttng betf 93erbfiltniffe« n iti Umfangetf 
tom ^urd^meffer 5ettu(t; ble }meite (ann ebenfaOi baju bienen/ n)ena 
matt ermägt/ bag bad ^rittet eine« iOtuabranten i jum Ginnf l^at: 
ItUtaui entfielt/ »enn x=iflefe$t »irb: 

, _,, _1 , 1*3 1.3*5 



2.3.2»^^ 2.4*6*2' ^^ 2.4«6*7*2' * ' * 

§« i£4. 2)ie entmicftnng ber integrale in bleiben fiibrt not 
infofern jn brauchbaren Slefnltaten/ a(tf bie gefunbenen Steiben con^ 
verglrenb finb/ roai nic^t immer ber ^aQ ifi. e« ftnb bedbalb ut^ 
fct^tebene snittel erbacbt worben/ um )u bergleicben genSb^tten SBertben 
ber SntegraU }u gefangen/ tt)elcbetf aucb bie gegebenen ^iferentiatc 
fein mSgen. (Sine folctie bleibe ifi bie 93ernouIIif(6e SReibe/ 
»elc^e nacb ibrem Srfinber 3obann 93ernouU{ genannt mirb. 
0e9en tolt nXmIicb in ber Xa^IorTc^en formet h=— x/ unb be# 
leicbnen mir burcb b ben SBertb oon r(x— x) ober oon ft); fo baben wir: 
b=y-y^x+Jy'^x2- . , , 

©ttbftitttiren wir in biefe ©leicbung ftatt y^ y'^ . . . ibte SBertbc 
z/ z^ . . « unb bejiimmen barau9 benienigen bon j=/zdx; fo erbaU 
ten wir: 

y=/zdx=b+zx— iz^xHiz^^xM- te. 

»0 b bie wiHrfibtUcbe iSonflante barfteat. 

S>ie ®renien ber Gumme ber auger Vcbt gefaffenen ®{iebet 
(äffen ficb nacb bem im §« 48 @efagten befiimmen. 

»eifpiel. 501?^^ =i(a+x) erbält man: 

l(a+x) = la+ - -' -' 



a + x ^ 2(a+x)2 ^ 3(a+x)» 



SnttdraKn. 8ntedratien Mtvt^ 9tei(<tt u. ist 



Stnmafnnfl. S>i( SOIttMe ter t^dlnxifcn Sntcgration ftt^tt 
(bcnfatttf io Der SScntPuatfc^ctt Steige. !Denn tiefer dienet 
infolge ifl: 
/zdx=zx~/xdz; fernet /xdz=/z/xdx=}x2z/— i/xV'dx j 

M&umn /xV'dx=iAV/— i/-*V"dx tt. f. », 
^iefe SSert^c nac^ ttnb nac^ fu^flititirt / ntta t 

/zdx=zx--^4-j;;^+ . . .+C, 

»elcde (Sntwictfnns mit Ut vot^ait^tnUn flleie^IattteuD ifl. 
§. 165. ©a Die JDIffmntiarcoefflcieiiteit z', z" . . . Jfter« eine 
«nMntnic ®^9(iU onneNe» /^ fo M Ztttilot iut (equemern ^anD» 
Mond tiefer SRet()obe eine anbeire Steige aufgefleat/ in »elc^cvftatt 

z', z^' . . . bie 2)iffcrctttiaUoef<tcU«tett äf / 5^ ♦ • • »orfommc«/ 

miti w fctfril miebcv eine 3ittifti(m ^on x Gebeutet. &« iO tt&mdct^/ 
mie }ii9or/ 

/zdx=zi:— /x T — d w : 

be«glet4eti/ menti Ut Mnt »egeti 

dp=xd^/ q=:pdw / r=qdw flefejt »Itb / 
^ dz , dz ^ d^z , 

•^*d;^^^=d;rP~'^Pd;^ "" 

«itf folc^e Seife (ntüe^t %it Steige: 

wo Die gttnrtion w tergeHalt tu »«Wen i9f >«fj ^i< ®<f8jjeit -5^/ 
^ . . . mütU^li einfach auSfatten. 

dw* 



»eifpiei. <Si fei /rC«^ — »^d* I« («*««♦ SDlatt M 
_!^, ^(|t matt ta^etr dw=xdx/ fo l»e(ommt matt: 
dz 1 d»z 1 d»z _ 3 a^_sj . 

d^ =- T' dV^ =- ?' d^ -^ ■?/ dw^ - z' "♦ '• "^ 



dir 



las tStfimmun^ bev eonftanten fiei bcn defttnbettcn 
gctticr ifl: 

j>iertta(^ ergifit ftct^ffiv ^a« gcfttc^te integral: 
}. 156. S>ie StaQror'fcde ^ormcl iiitt 

f(x+b— a)-fx=z(b— a)+{z^(b— a3«+ . • • / 

iveiiti h=b— a gefegt mtrb. SRac^t man hierauf x=a «nb nimmt 
an/ bafi babur* aui z, z^, »''••• bie ©rößen A, A^ A'' . . f^tt^ 
»orgelten; fo ftnbet man Hi {mifc^cn bcn ®rcntcn x=a nnb x=b 
eingcf4i(oir<ne 3ntedta(: 

fb-fa=A(b— a)+{A'Cb— &)2+ . . . 

S)amit bicfe 9lei(ie angetvcnbet metbcn fönnc/ mnS a(er bie 
Zax)lot'id)t ^tii^t |u(ä6ig bleiben; mM n)irb badet ben &ün§ Ut 
Sunftion z unb ibrer 3)ertoirten Don x=a b{0 x=b prüfen mfifTeo/ 
ob fte für gemiffe baiwifcj^en liegenbe ^ertbe ber SeränberHc^en x 
nicbt unenMic^ »erben» Vnc^ lägt ftd^ nnfere SReibe fo conoergtrenb 
machen/ ali man nut immer tt)ta. Slan tbeiU tn biefem S3ebttfc 
ben S»if*enranm b— a in n Sbeilt/ beren Jeber =i ijl/ nnb berect^nc 
bann bie oerfcbiebeuen iSertbe betf integral«/ bie fic^ anf ieben Ut 
tttintn Sioifc^enrättme inibefonbere bejieben* Sl}an macfie baber nacf^ 
nnb nacb: 
x=a, »obntcfi z/ 7/; Tjif ... in A, A', A", . . . afiergeben/ 

^==«+1/ Ai/ Ai'/ Ai^'/ . , ♦ 

x=a+2i, A„ A,^ A2''/ . ♦ . tt. f. »• 

i^ieran« entfpringt: 

f(a4- 0-fa = Ai + { A^i2 + J A''i» + W. / 

f(a+2i)— f(a + i)=Aii+}Ai^i2-hiAi//i8+K./ 
f(a+3i)— f(a+2i) =A2i+iAg/i»4-i A2^/i»+ tC. , 

f(a+nO-f[a+Cn-l)i]=A„-,i+JA^n-ii2+iA^'^xi»+ • . . 

S)ie 6nmme biefet Stetben ma(^t ben i^oOftänbigen Sßertb t>ott 



/' 



zdx/ wonach: 



flCa+nO— fa=n»— fa=CA+A,+A,+ A),_,i+ { 
(A'+A'i+A', . . .+A'n-i)i«+ M. (1). 



Qnttitaltn. 8nt€dvatiott »iitcd 9tci(eit tc. tos 

§. 157. 3fe fteincr i toiti, Ufto mc^r cotiDcrairt (ie ^orfic^etibe 
9teiK 9limmt man i MtKänalicfi Hein au/ bcrflcilalt/ baS man fi(( 
mit bem erflcn bliebe btcfer SHci^c begnägen (ann/ ^0 tolti annS^^crnb t 

^itnui {\tfft man/ »arnm ba9 Sfntestal inntt\)Ali bief<t®rettK 
jcn al« bie 6umme bon uncnblic(^ bieten (SUmenten betrac^et »etbeti 
fonn/ inbem bie ^robnrte Ai/ Aii/ Asi . « • nic^td anber« aH bie 
bem iL=a/ a+i/ • • • entfprectien^en Sert^ bon zdx finb/ )9o i Mc 
eteOe ^on dx bertrttt. 

§« 158. Sinftatt/ »ie }ttt entn)i(f(ttnfl ber Formel (1) gefcfial^/ boti 
x=a bii x=b 9or}ttf($r<iun / (ann man m^ xMvo&tt^ ^on z=b 
n4($ x=a geben. 9Ran bat nümlid^: 

z/h 2 

f(x-h)=:fx— zh+^+Kw Ober 

©e|t man bicrin x=b, ferner h=:b— a/ nnb bejeic^net bie ba» 
burc^ erbaltenen Bertbe bon z nnb befTen iDeribirten beiiebtiiiflltbeifc 
bnrc^ B, BO B^^/ . . . f finbet man; 

fb— fa==rjzdx=BCb-a)-51^^=^ + tC. 

3;beift man aUmali ben 2t»ii(!l)tntaum b_a in n g(ei(^e Sbcile 
beren ieber =t ifi; fp finbet man nac^ ber (entern Formel: 

f(a+i) _fa = Ali _ A'i ^ -h A'^t -^ - Xt. , 

f(a+2i)-fCa+0 =Aai-A/2 y 4-A^^,^ - tC. «• (• ». 
fiCa+ni)-f[a+Cn-l)i]=Aai-A^n "J-t-A^'n 5^— %C. 

3>nr(^ enmmirnng biefer Steibcn entfielet: 

£(a+nO-.fa=n>— fa=(Ai +Ag + • . ♦ A« )i 
-(A/t+A/,+ , .. A/n)4 

bei »eitler formet baffefbe gilt/ tbd« »on ber borbergf^ejnben Ci) 
gefagt warben. 
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Ittng Ux htiUn Formeln (i) tini (2) (äffen fidt Iti^t lU 

®retitfii (er Slttaä^eifutig ffir ba9 ^nuital f zdx (eftint« 

meti* S>enn finb (ie SBertl^e ber ^uaftion z t^oii x=a M 
x=b im ^nmffmtn Gegriffen/ \>. 1). 19 t^te Steige A/ Ai/ A2 •«• 
üeigenb; fo ftnb bie entfprect^enben Sßert^e A^ A^s • • • 
90tt z^ f(immt(i(t^ pofttiv. iDlati (ae bat^er: 



/: 



/: 



zdx>(A+A|-l- ♦ . ♦ An-.,)i/ 

a 

<(Ai+A2 • . ♦ Ab)i, 

Stebmen l^itigegen bie aufetnanberfolgenben Sßert^e ber ^nii^ 
tion z pon x=a bit x=b ab, fo ftnb bie ©ert^e A'/ A^i/ A',, • . 
fSmmtlict^ negativ: man bat batitt: 

^ zdx<(A+Ai+ , . , An-i)i/ 
>(Ai+A, , , . An)}* 

©er Uttterfcbieb (A^— A)i ber beiben itltun RelM/ iwifcften 
beneti ber mabre SBertb M 3ntegra(( ciogefct^Ioffen bleibt/ 
mirb befio ((einer / jle mebr i abnimmt. 

$>ai ffUt @efagte fe^t übrigen« borani/ baf bic Smftionen z 
»nb z' in)ifcben x=:a nnb x=b ibre 2^i^tn nietet ünbern tmb 
nicbt mtnitidt groi werben^ 

II. 3tt einem »eilern Gtnbinm über bie nfibernng^toeife Serec^ 
nong ber Sntegra(e Derneifen »ir auf na(t^#ebettbe9Berfe: 

1. @tt(er'0 9(n(eitttng }ttr 3ntegra(recbnung/ 7te0 XapiteL 

2, (IttlU'i 6amm(nng matbematifcber XttffS(e tfter Sbani. 

3« Qani im britten S5anbe ber $lbbanb(nngen ber ®üttinger ttni^ 
perfitat Pom 3abr I8I6. 

4» Poisson, dans les memoires de Tinstitut 1826« 
5t Fourier, dans la Theorie de la chaleur. 
6» Cauchjy dans le memoire sur les integrales d^finies et dans 
les exercices de mathematiqaes (premiere et seconde ann^e}. 

§t 159. 93ei b<r Integration ber b^bern S)ifferentia(e branc^en 
toir nicbt (ange jn bermei(en/ »ei( fie fi(6 anf baf Hi^tt 9lnUiuan* 
bergefe^te turäctfnbren l&^u SBoOte man }. S$. «on bem iDif erential 
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Ut imittn Orbotttifl ä^y=zd\^; m z irgcttb eine ^unftton i^on x 
beteic^net/ lut primitioen ^nnftion iuxMttf^xtn; fo tann iiti nur 
bitrcd titte imimaliit ^ntegratiott (ewcrtHeOigt mcrben» ÜRan cn 
(^&It tiAtilic^ burcf^ eine crfle Integration r 

Jl=/zdx + C 

S>ttn(i eine )weite Sntegration entfptingt; 
y=/dx/zdx + Cx + a, 

wo C eine neite »ia(ti(frlic()e Sonüante ift tinb ^eif Stn^trnct/dxyzdx 
tmei aufeinanbetfolgenbe Integrationen anbeutet. 

(^benfo erbfiU matt für ba< 3>iferenttal ber britteti Orbnttnt 
d»j=2dx»/ M 2 »leber eine gnnftion oon x ifl; 

y==/ax/dx/zdx+Cx^C^x+C^^ 

m C/ c^ c^/ miaffibrlic^e Sonftanten barfteOen nnb in bem erfteti 
®Uebe be< t^eiten Z\)tm brei attfeinanberfo(genbe Integrationen 
aogebetttet finb. 

iDiefe Sonftanten (äffen fic^ nicfit rebneiren/ meU jebe mit einer 
anbertt Voten} oon x mn(tip(icirt ifi ; ti entüeben bal^er in jebem 
\fi\itxn 3fntegra(e ebenfooiele tpiOtübrlicde Sonfianten/ m Sin^ten 
in bet Sa^I/ OKlc^e bie Orbnung be« 2)iferentiaM angibt/ ent^ 
balten finb. 

Xnmerfnng. $ie mieberl^o(ten Integrationen pflegt mm ab» 
gefeben oon ben Sonfianten/ auf folgenbe einfache 9(rt antn«^ 
beuten. $fir; 

d27=zdx« bat vxM y=/'«zdx2. jjugcmein für: 
d»y=zdx» ebenfo y=r°zdx"» 

»eifpiete; i. ^^^ f^^lPyi''^ <^»^^^ <»<><> <>^<^ ber erften 
3ntegratiott/ ba ber oorgelegte »rn* mit^^rrirä — -ttt 8^^*** 

^x -|-a ) X -^a 

noc^ tn ftttegriren fibrig. !Dlan finbet ^ierna^: 
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2. 5ur d»y=x«dx» ttHlt matt: 



^ = 3:475 + i^-'+^'^+^" 






S3ott bet Cttabrattsr uttb »et Slectififatipo ber Stttt^eti. 

f. 160, %ät itn di&iinn\nf)ali t, mldtt ttoifctiett ütum itüo 
Ui<n 93o8eo Ut ^nxH/ Un ttoci batii flebörigco Crbinaten tittb bem 
entfprecdcttbco 9(K(iffctiflä(( liegt/ bat ma» t=/jdx/ tt)o eS jlc^t btotf 
nocfi barauf anfornott/ »ac^bcm für 7 fein Sßerr( fx gcfe$t »orbett/ 
bic ^tstegration tmifc^en bcn pafTenbctt ©renjen }tt ^ottiuben* SBetI 
bie Cuabifatot bcr ebenen Surfen auf ber Integration bet S)iferen# 
tiatfoiftttef zdx/ m^ z eine Snnftion ^on x ifi/ bembt; fo f>^t matt 
att(6 nmgefebtt aOe ^toiUmt/ mli^t jnle^t von ber 3ntegratioti 
einer 2)ifferentialformeI mit einer Unbefanntett abbSogen/ Cnabra«» 
tnren genannt. 

SBir »oOen nm einige ber befannteflen frnmmen £inien atta^ 
briren. 

1. Sflr iU Parabeln ber mWiebenen Orbttnitgen y-iziax«* er* 

ff&lt man t= ^^/ mp bteS^onfiante an^gelafTen- ift/ mei(/ menn bcr 

3ni^aft t mit ttm ttrfi»r»iifl Mlftim foO/ >«r «««britd ^^^ fär 

x=o 9011 UIH vtti^ttinUu 9(ac ^AHida finb ta^er quabrivtar/ 
l, (. e« Mft 1i4 ein tnWilKt al9((raif(^(v 9(««^rtt(( ffiv ii^re $(&(&< 
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9(ttmerfitttg. %at vatatoWdt^n Vibidfnittt iahen ein conf^atii^ 
tti fßttilUtnli itt Um ani Ut SlbfcifTe tinb Orbitiatc ton^ 
üritirieti ^t^udt. 

gär n=m itit iit $ara6ct in eine g<rabe Stnie unl Ut ^it^^ 
fc^nitt in ein S)reie(t fiter/ beffen ^ert^ ixy ifi/ ma« nrti 
Um ani Ux ^(ententargeometrie (efannten SXefnItate genau 
iiftereinilintnit. 

2. gfir Die gtei*feitifte ^wertet mm' (3ftg. 39) {»ifc^en i^ren 

«ftwptOtett Ax, Ay f^at man xy=n[i-; forglid^ t=/}'dx=in«lx+c» 

snan fann bie $(Sc^e t nicift von ber Steife Ay anfangen Ufftn/ 
mtt x=o nn« t=o nnb c=oo liefern »firbe» ^tit man a6er Ui 
Un SlSd^enrSumen mit ber Orbinate BC an/ bie bem Gct^eitel c 
cntfpriet^t; fo eri^SU mm/ mnn tttoHtn wirb/ baf AB=:m ift/ 

C=— in2im, mtaui t=m»i-^. f)ieratt« entfprfngt/ »enn man m=i 

annimmt/ t=ix: bie Sleperfctien Sogariti^men fteOeoba^er bieaf^mp^^ 
totif(^en Stfinme ber gteict^feitigen ^m^Ui bar. 

3ft » ber UfQmptotenminfel / fo ttff&U man: 

t==rydxsin a=sin cx1x=log x / 

»enn man bie ^l&öft mteber von ce iif)U nnb ba< Cogaritl^men^ 
feilem nimmt/ batf sina )nm SRobnl l^at« 3)er 3Robn[ btr itt»ifni^ 
Hellen £ogarit(men ift 0/43429448; folglich ber Slf^mptotenwinfel ber# 
ientgen ^nmUl; beren St&nme bie gemeinen Sogaritl^men barfieaeu/ 
gUi(^ 26m^2S'^. 

3, gnr ben anf ben gjlitterpnnft bejogencn Ärei« y2=a2— x« 

mixti ntan o(<ii tin% ttnttn mit /^(a^— x*) mnltit^lUirt. i^« t»<ite 
eiifb iSft fi<& mittcrfl ber t^eUwcifen ^nttdratioit {ei(^t inttflvirtttr 

»<it y^(*£.^^ >«« ^W<tm\a\ «im -r(a2-x*) fff. Statt ttm 
^«tMi (titfpvingt b«tr(^ 6«(ff{tttti0it tttib !B(rf<t|ititg: 



='"'+'"/r(fe5- 



18* 9)on b<r Üu«>tr«ttir 

iDie auf ita Stttli attgmenbete aUmtint ^omtU 

foIOUc^/ ttxnn man fecit ^ogen s iwif((Ktt UnUl^tn ®ttni<u all 
bftMorgcteflte Snttjral «jmmt/ i={xy+|as+c, 65 fti CA=br 
AB=k ($ig. 11): »(rboppeto unt intrflriren wir bann von x=b H4 
x=B, nm bi< $(fic^e bcS ecgmcntl BOB' }« er^atun; fo iefotttmcn 
wir Hßt Un ^umudt 

{aXarcBOB'— bk. 

WtHun wir (ieriit Ul iDreiccf cbb', f» (a(ett wir: 

^reilauöfc^ttitt CBOB/=}COXarcBOB', 

wie ti mdf in ber ^((tttcntargcomarie sefunbeit ift. 

«Btwirfelt man in Um 9(««br«cf t=/dx^(a2— x«) Mt 2B«ri<I- 
tr58e/ fo (at man: 

t_a/dx Q 1 _-, - -^-j-^ _ .^-^^ - U. ^ ; 

worani/ wenn von x=o inugrirt wirb/ 

,_j^ _x^ _ l«x» l.Sx^ _ 

~2.3a 2.4*Sa« 2.4.6'7a* ^*' 

4. gar bl< ewpfe y= -^rCa^-x»^ ^ar man: 

t=/^r(a2_x«)dx=^Xz, 

wobei z ben twifc^en ben entfpre^enbtn ©renjorbinaten «mjaftenen 
mmitt M »mgef(^ricbenen Ärtife« bejei<^net. ©ie gftac^enrSttmc 
t »nb z 0e^(n bemnac^ in bem eonüanten flittHUni$ wn b }» a {tt 
einanber; b. J. bie 515(^< einer «Bipfe »erhält fte^ tu iener be« nm- 
gefc^rtebenen Greife«/ ober fiberbaupt bie giSc^e eine« eOiptife^eti 
CegmentJ oer^äft ^<f) ju iener betf entfprec^enbe» Äreilfeamem« wie 
bie Heine «(^fe jnr flrogen. <Si ifi bemnac^ bie glfic^e ber danjen 
eaipfe =^ab, ba Äa2 ber 9iä(^enittba(t be« uniflefc^riebenen Äreifetf iH. 

ß. gffir bie Sufloibe fma (gij. 5) , wo ber Urfprnnfl in f 
angenommett wirb/ fei fs=x, sm=7. ssir ba^en bann: 

S =^27^) ' t=/yd^=/r(2rj-y2)dy. 
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S>M Sftitegral itüdt \>ai dVddttnUd FKN M <Sr)cugitnfl^ 
f reif« au«; fofiiti* Jläc^e FyAM=FKEF=i.7r«. SBegen AE=;ir 
tittb JÄed&urf yE=2;ii2 entflc(it AFE=|;rr2. iDct SffS^^ntnMt AFA' 
^er ganten Svcloibe beträgt ta^cr bad S>reifact)e t^on Jlencm (c9 er^ 
tengitngdfrcifcl 

6. %üt iit eiffdtbe y2=^^4r7 f*"*^* ^^»* 



(2ca — x)^ ^ (2ax— x')l 



ar/siD= '^)- ^-^(2ax-x«)5 + C, 



3a^ _y _. X — a^^ 3a+x, 

"" 2 

S>ie ganjc SlSc^e brr (^iffoite ftnbet man bvtimat fo gro0 a» 
bie SflScOe bei jrreife«/ beffen Stabind =a. 

Knm erfnng. (Sine nnbegtenjte ^läc^e tfi ^ier bemnac^ einer 
begrenjten an %xl%t gleich; gerabe fo mie eine enbli^ie 
3a()I einer nnenbUc^en Steige ^^n %^\\tv^ gleich fein (ann^ 
n)a« wir an bem »eifpiele i=j + j+t+ , , , fe^en. 

§. 161« S)ie 9Rett»obe bon Gintpfon m nä^^ernngflmeifen 95e^ 
Kimmung (rnrnmUniger $(&c^enflti(fe verbient/ bai »ir fie bter mit# 
t(^e{(en. 

SBir moOen borerft ben ^(Sc^eninbaU eine« ((einen 6egment( 
CEM (^{g. 40) einer beliebigen/ auf bie rec^twinfligen Sict^fen Ax/ 
Ay belogenen 6ttr»e fnc^en/ wobei »ir bnrd^ « ben ©infel mch, 
meldten bie 6ebne cm mit ber SCc^fe Ax mad^t/ bejeiclinen. 9la(t^# 
bem bnrc^ bie kniete K tmifclien \ix^, Sugerjien Orbinaten CB/ mp 
bie Orbinate ke gejogen worben/ fönnen wir o(ne merflidSien ^ebUr 
ben S3ogen cm aU einer ißarabet angebSrig betrachten/ beren 6(fieitel 
L ber 9Sitte i ber 6ebne entfpric^t* {)iernac^ wfire bie ^läcfie bei 
6egment« cemi=|CM*li. 2)ie iDreiecfe lei, mch geben aber; 

LI=Elcos«/ CM=-^^^^fi)Ifin(^: CEMI=|EIXCH. 

CO» « » <"• 

^i(< 9orautfS(f4i(ft/ (efle^t nuti/ uxnti wir: 

BK=KP=h, CB=j', KE=j'', PM=:y//' 

tnatde»/ ^ie SISctie cbpme ane ttm Srapci CBPMi=h (y'+y^'O 

Ittt^ (m 6(0llt(tlU C£MI=^h>£I. 
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e« IftaUt EI=EK— Ki=K2y''— y'— y^'O; Wgll<» U«6<g«ciit 

CEMl=fh(2y'/— y^-y'/O Mi lU KcittC glfi*< 
CEMPB= J b« y'+2y'/+ J y"0- 

SBir moOen ie^t einen Kufbrurf für iai bnrc^ bie (Snn^e AC/ 
bie ®erabe BD unb bie Orbinaten kB, CD bt^t&mt %i&(itn9&d 
BkCD (^tg« 40 auffuc^en. SBit tf^tiltn Itif^alb bie S5aft< BD in 
eine serabe 9in;ia^( £(^eile/ beten jeber bie Sänge h (^at/ }ieben(iev^ 
anf bnr* bie Slieilunalpunfte bie Drbinaten y^ y''/ y"' . ♦ . y"» 
Sie fraBtic^e ^(ä^e wirb babnrcl^ in (SUmcnte |er(eflt/ beten refpee^ 
tfpe 3n(^a(te }n ie }wei fn ber obisen $orme( it^ren 3(ndbrnc( (a(em 
3)a< }W(ice nnb briete SUment i» 95« finb diernac^^: 

Stimmt man bie 6nmme aOer biefer ^(emente/ fo ^at man: 

BACD=}h(iy' + 2y'^+y^''+2y»v+yV^ . ^ + {y(°0/ Ober: 

=fhrcy'+y''+ ••.y(»0+}''+j*^-. +y^"-'^— Ky^+y")]. 
iDie barin ent(»aUene Stegel (autet fotgenbermagen: 9Ran )ie^c 
eine nnoerabe 3Cn)a^l fi(eic^n)eit a6flebenbcr Orbinaten/ ncbme bittanf 
bie Gumme berfeiben/ beigleic^en bie ber gerabilcaifien meniger ber 
$fi(fte ber beiben üngerflen ; ba< iRefuaat mit \ Ui semeinfamen 
$(6üanbed h ber Orbinaten mu(tiplieirt/ ii\>t Mnn ben gefuc^ten 
9(S(6enin^a(t. 

$>it nämliche Siegel ftnbet ofenbar auc^ ffir ben ^aO l^re Mn«- 
menbnng/ in welchem bie %l&(i)t, mie acfE/ burc(^ }»ei entgegeQi* 
gefefte ßnrben begran§t \9f inbem bann y^ y''/ y^'' ♦.♦bie® efammr# 
(ängen ber berfe^iebenen ^araOeUn bar^eOen. 

3fe fieiner h ifl^ befio näber wirb bau 9lefu(tat ber fraglichen 
$(ä(t)e fommen. Uebrigen« lägt ftc^ nnfere Siegel für iebe nnreger^ 
mäßige Slacfee gebraueben/ mcil man folc^e in oerfc^iebene anbere 
Stäc^^enflärfe verlegen Unn, beren jebe< befonberd )u berec^^nen ift/ 
mobei man bernac^ tbeiK abbirt/ tbeild fubtrabirt/ mie ti bie Um«- 
itänbe gerabe mit ftcfi bringen. 6oate bie S3aft4 bnrc^ bie Suri^c 
felbfl gefc^nitten »erben/ fo gilt bie nämliche Siegel/ inbem bantt 
bie Orbinate Ui S)nrc^fc^nittdpunfted iUiä) 9lua gefegt mirb. 

§. 16?« Solgenbe 95emerfungen mSgen bier ibren $(a$ ftnben« 

1) Siegt bie gtäc^e t jmifcben ben Slejlen bm, dk (gig. 42> 

einer mh berfelben ^ntn ober imifcben }mei beliebigen gegebenen 



Citt»«!/ Uttn Drbinarcti pm, pe lutOi y=Fx, y=fx tara^ftcSt 
»erben; fo (at man: 

BCPM=/Ydx, DCPE=/ydx; tOOtaUi BDEM=/(Y— y)clx. 

2. Obfc^on W 9Ret(^obe bed UnenMidEifUinen an fUrer SJe« 
flimmt^eit bcr ®ren}mett»ol)e na(^Mti fo fann man bodEi bie erüere 
flau Ut Untern / t)on melcl^cr fte eigentlich nur ein abgefiiriter ^ui^ 
brn(f Ijl^ in^nmenbuns bringen* 9Bir tbun bie« f^ict um fo rieber/ 
ba iene fnr)ere 9Retbobe in jmei ber beriibmtejlen SSerfen ber mat^^e" 
matifc^^en Siteratur/ in ber ana(t)tifcf»en 9Rec^anif \>i>n Sagrange nnb 
in ber 3)?ec^ani( Ui i^immel« t^on Za^lact, mte überbaupt in ber 
gefammten angewanbten 9)?atbemari( mit großem SBort(^ei( gebrandgit 
mirb. 

9ta<b biefer 9)?etbobe fann man bie SlSc^e t ali bie 6nmme ttn^ 
enblic^ «vieler {(einer SRec^tecfe toU m anfeben/ bercn 6eiten dx nnb 
Ay ünb/ mona4^ dxdy ba« Clement ber ^iSc^e t ift; ed bleibt bier^ 
na4 nnr noc^ Jf^^^y jtoifcben ben paffenben ®ren)en )n integrfren 
übrig* 3iir ba« {Wifcben ben {mei Snroen bM/ de (iegenbe ^Vidttn^ 
jlfirf BDEiVi integriren wir dydx junäc^il in 95eiug auf j, fnbem mfr 
ba« 3fntegral ydx oon PE=fx=y bii pm=Fx=iy nebmeu/ roai 
und ben Äudbrucf (y— y)dx liefert/ »etcben wir je^t noöf In »e* 
)ng auf X imifcben ben ®ren}en AC unb AP {u integriren b<^ben. 
Siegt ber fragliche ^läcbenranm innerbalb Ui Umfange« einer ge« 
fdgflofTenett €urt)e/ fo mui man (Y— y)(lx pon bem «einjien SBertbe 
t^on X bi« )U feinem grüßten integriren. 

2)ie entgegengefe(t liegenben Parabeln AF/ af^ ($ig. 46) ^ahtn 
)n ®Ieic<>ungen y'=2px/ j^h=^2px. Sntegriren wir ba« Clement 

2 2 

m=:dxdy in »ejttg auf X POU M' Ht M, b. b- bou —j- f>ii + |-; 
fo liefert ba« integral xdy für ben 3nba(t ber bannen &<btiU MW 
Un Ändbrucf — ^. eine jweite ^on y=o anbebenbe 2«egration/ 
b. ^. pon A bitf c, gibt bie gWcbe f'afc=|- ober |xy. 

9tebmen mir ebenfo in bem Greife cb c?ig. 43) an einer be# 
liebigen 6teae ba< Clement m, beffen Sage burcb ben 9(büaitb Cm»u 
ttnb ben Sßinfel mCxrr^ beflimmt wirb; fo fann ber ^(äc^eninbalt 
Ui Clement« bnrcff dud^ bargefieOt werben. 3)a« in 93eattg anf ^ 
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gcttommene Sfntegral ift ^du/ worauf »enti matt ^on ^=o iii ^=2;ra 
ge(^t/ 2;iudu für bie ^(äc^e tinti Utiifomiicn ^iHti tntMt, Ut 
lU uutnWdf titint 95reite du dat. 9Birb Hi aOgemeiitc ^nttml ^^^ 
i^on C M/ m 11=0 bii lam Umfang B/ m a=R= bem Slabitii bctf 
Xrcifcl fft/ genommen ; fo finbet man ^R^ für bte ^Ific^e bei ^reifetf* 

(Sl fei ferner u bie 6e(ne ab (^ig. 44)/ mi<fft Ui Jtrei^ 
fegmettt aob abfc^neibet/ beffcn $(&(^enindaU gefnc6t wirb / ttnb 
AC=a ber SRabiud be< Greifet* 9Ran {ann H« 3)ifFerentia(breie(( 
QAb/ beifen ^nf^alt dt=— lu^da iji/ ald ^(ement ber fraglicbett 
%l&(itt anUf)tn, m a ben 9Bin(e( BAD (eteic^net: man nimmt Wt 
baf Seichen — / meil mit bem Sßac^fen ^on t ein 9(6nedmcn t^on cc 
t^erNnben iü. S)ai rec^tminflige ^xtitd ABDgi6t aber a=2aco8a/ 
mtmi : 

. ft • j j — '^^ — ^^ 

iE)icrna* entjlejft an« dt=— lu-d«: 

_ /Vdu/' Ju^ l»3u^ l>3>gtt<^ \ 

^ J 4a V 2-2V ■*"2.4.2V"^2.4.Ö.2V"^*^'V 

1 /u» u" l>3iJ l>3>5u> \ 

*~4a\3"*" 2*5.2«.a2 "^ 2.4*7»2V"*" 2.4.6*9*2V ** V* 

»0 biei bon u=o an beginnenbe integral bie ^l&iftt Ui 6egmentl 
MiUüdtf beffen 6ebne u if{« SRac^t man u=:2a/ fo ^at man bie 
gtöct^e Ui ^albfreifed 

=^(Kf+2?r+2?i^-0- 

3nbem man biefen «Cnöbrnd glei* }^a2 fe$t/ cntfpringt für » 
fotgenbc convergirenbe Steibe : 

*V3 "*"2.5 "^2.4*7 "^ 2.4.6.9"'"2.4«6«8.11 "^ ^^* J ^ 

beren Sortgang leicht )tt fiberfe(fen ift* 

8« 3ü bie gefnc^te Stäche {mifc^en biev SnrbenSffen / mie EM/ 
EI/ IK/ KM eingefc6(ofren ; fo t^eiU man bie ^l&dft inxö) Siniett/ 
»elc^c ben Steffen paraOel lanfen/ in fo(4^e 6tü((e/ bon bencn it0 
jlebei einsefoc na4i ber obigen 9tct(fobe be()anbeln ISft« 



iint ber ftectififation htt üux^tn. iW 

4. 3){c Orbinate y Ut ^nxH barf )i9if4cit bett ®rcti|mert(cn 
900 X bcr S(S(&< tti4it ttiicnbli4i werben« 

s* 3)eir ^nWt einer ^nri^e ift pofirio/ menn Crbinate nnb 
%bicif[t einerlei 3et4^eo (aien; tinb neflativ/ wenn Hi Oegent^eU 
Hit ünber* 

6* !Senn bie Snrt^e bie MfeifTenact^fe imifc^cn ben ®reniwert^ett 
9on X fcdneibet^ fo mn0 man ieben ber aivei- ba6e{ t^orfottimcoben 
Sflfid^ent^eile befonber« berechnen nnb fie bann abbiren/ weif ber 
eine baoon pofttiv nnb ber anbere negatit) ift nnb bie ntUmu 
6nmme o^ne 9ltt(fft(t)t anf ba< U^te 3eic(^en genommen werben mnf. 
pr bie Snroe KACD (gfig. 46) j. »•, beren ©reic^nnfi ifty=x-x», 
»0 AK=Al=i nnb ber Urfprunfl in A liegt/ (at man bie SlSc^c 
t={x2^}x*+c. 6oO biefelbe im ^mtt B, fflr welken AB—jr^, 
l^renSCnfangneiimen; foflnbet man c=— ^^ woran« i={x2—jx*—^. 
gnr ben %aUf baf bie glfi^ie bei ED, wo AE=ri ift/ enbigt/ 
finbet man i==0/ wad bIo$ an}eigt/ bap bie ^läct^en bcI/ I£D ein^ 
anber gleich nnb oon entgegengefe^tem S^c^en finb. ttnb in ber 
ZHt fielet man balb/ baft BCi=i= — die; beögteic^en/ baf 

ACI=J==— KOA. 

J. 163. Um tint Vnwenbnng oon ber formet (§. 83) w=Kxy'— y) 
Iti geben/ we(c(^e ba}0 bient/ bie )wif(tien )wei Seitftra^Ien ent^a^ 
tene Slac^e )tt finben/ woOen wir batf eQiptifc^e Sl&c^enftiicf CMO 
(Sfig. 11) fnc^en. 3Ran ^at ^ier: 

a2y^+b2x2=a«b»/ y/=--^/ woratt«: 

3)ai negatioe 3e{4^en rti^rt ba^er/ baft x abnimmt/ wenn v 
wSc^ft/ inbem bie glSc^e t j^on einem ftgen eeitftrai»!/ wie CO/ bi« 
inm Seitftrai^I CM ge}Si^(t wirb. 9tun liefert aber bie aOgemeinc 
9lectift(ation0formel anf ben ^rei< oom Stabin« a angewanbt/ für 

bie gSnge feine« »ogen« s bie tifferentiaIformeUs=— ^^=^3^; 

folglich dr=ibds nnb 7=;bs/ wenn man benS^ogen 8}wtf4ien ben^* 
felben ©renjett wie t/ b* b- i^on x=co bi« x=:CA nimmt« %üt b«« 
befommt man 7=r|as; mithin ber.Krei«au«f(^nitt: 

II. »b. 3«. »u(^. 13 
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BCO=|COXarcBO; itnb Ut eOipfe«ii«f(^nJtt 

MCO= i bXarc BO = — X OCB. 
a 

$ar bie $Dper6eI MN (gig. 39) ifl xy=m», »otau« j' = — y 

linb dr=:~ydx, r=-/ydx; alfo Ut ^^pcrftoKfC^C «««f*ttitt 

CAM=CBPM» 

§* 164« 3fl bi( ®(cic^ttng ber Suroe in Volarcoorbinaten ge«* 
geben/ fo (at man für ba< 3)iferentia( bei 6<ecord bie Sotrme( 
dr^iu^d^. mi 93eifpiele mi>Ben bie Semni^eate unb Satbioibc 
Wn<n. ©ie^olarflleicftung bet erftcn (Surüe (gig. 48) ijl u2=a2cos2^; 
folglich 7=ia2sin2^+C. 9limmt man Hi integral imifc^en bett 
Orenaen ^=o nnb ^=|^/ fo erbSit man für ben vierten Zfftit bett 
bon ber (intn eingefd^IofTenen Si^cbenraum Oma ben Slumncf ia\ 

S>ie ©leicbung bet jweiten ßuroe (Jlg* 49) ijl u=a(i+ cos^) ; 
mitl^in bie $(äcbe amba=| a?;^/ n^enn bon 0=0 iii u=2a tnte# 
grirt »irb. 

§« 16^. ^ai 2Diferentia( bed 95ogen< einer Suroe mit ttd^mlnU 
figen eoorbinaten ifl ds=f^(dx^+dy^) , worauf bie £ange biefe« Wo- 
gend etba(ten wirb/ mnn man mittelft ber borgeUgten ®(ei4^ong 
ler Suroe ben Uniitnd pon s auf bie 9orm fxdx ober fjdy bringt 
ttnb bann Ui SXefnltat {»ifc^en ben fcbicflic^^en ®ven}en integrirr. 
9i mügen jebt einige SJeifpiele barüber folgen« 

1. Sur bie Mppolonifc^e $arabe( bat man y^=2px/ mxMi 



■/1 



rO^+p*). 5)t< 3ti«gratioD lltfcrt: 

•="+ ^ ^<^p'+y'>+ip'fy+^<p'+y'>J• 
9S(ttn man ben S&ogtn mit y {UflUic^ «(rft^mittben (SSt/ fowmt 
c=5— {pip; mitffin (51ö. 7) SSogen 

ACM= ^nzM + ipi (i±r^)). 

»atman; »=/dyr(i+ g) =|p .r[(i + S)'J+c. 

Stehen mir bie allgemeine @)Uic^nng y=ax> / meiere bie Familien 
ber ;i^arabe(n nnb ber i^vperbeln barÜeUt/ jle nac^bem n tin pofitiber 



unh htt 8t<(tififaHon ber Surven. 19» 

»Itt nmtiwt f&tüd» tH/ fo findet wa» s=/<ix KCi+n-a-*'»-*). 
!Dicf(9 Jitteoral t&it ilcti i(^(r)(U biirc^ (inen g(fc^(o(F(n(n al^e^raU 

fd&en StttJ^rurf tarfttneti/ wenn ^. _^ T+^ciB( jönje SaW i^J. S» 

folc^em SfaOc wSrtn bann inftre Sitroett r((tififa6((/ wS^r(n^ für %it 
üitisttt Ut 9$09(n nur approj^tmativ i>Ut lur^ ttmUtnUntt Sfnttfi' 
tionett <iit8(d(((n mcrbcn fann. 

3. gär ben Ä«i«/ tefffit ®ffl*«ii9 y2=r2— x« ober 7^=2«— x^ 
ill/ i( nod&bem ber Urfprung im gRitte(pitiift ober im @nbpunft Ui 
Dttrc^mefferd UtHt (at man: ' 

/* rdx . r rix 

»eJbe 3fiite(iroIe raffe» flt^ nur bnrt^ Steffen ober Ärci«6«9e» 
Mtwttten/ wobnrcfi bie «nfgabe wieber anf ben ^untt, von bem 
mati MHimnm iü/ }nrfi((gefu(rt uirb. 

4. pr bie 6t)cIoibe/ wenn ber ttrfpr»tt9 in F liegt Cgfi«. 5^/ 

ifl jt—fT-^, gjlan jie^t baran« 8=2r2ry. €« wirb feine 6on. 

ilante ^inittgeffiat/ wenn man ben S&ogen in F feinen Einfang nehmen 
ISft. Wnn ifi r(2«7)=KFt mithin FM=2maI ber 6ebne kf. 

fi. 3fiir bie eoipfe, beren ©lelc^ung a2yHb2x2=a2b2 ift, er» 
mt man, 'wenn 5^=^=e» gefeijt wirb, >=fAxr Q^Z.^J j' 

i_ya J' ein^ntegrai/ 

Ä><r*e» iic|> nur nS^ernng^weif« befHmmen Ifift. ^m entwirfele jn 
biefem »e^nfe yCi—eh.'^) in eine 9lei|ie unb f^reite bann jnr Sn- 
tegratioo ber eintelnen ^lieber. SRan jinbet auf biefe Steife / wenn 

fttr z fein Sßertb -^ ^<rd(A<Qt wirb: 

,=..rc(sin= ^) +iae2 [|^ r(l- ^ -i.rc(.ia=: f )] 
-i^.rc(8in=-l-)]+te., 

wobei bie eonftanu »erf^winbet/ wenn «=o ßt x=o. 

la* 
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i^ittMd) üttbet man für Un Umfang tet ganten (gUipit Un 

3)er c0iptif4^e i&ogeit dm (gfig. 5) l£$t ftcf^ aud^ bord^ Un 
entfprcc^cnben 93o0(n yB Ui über ber grogett Kc^fe befc^riebenen 
Jtreife« aniltüdtn. 3ft nfimlid^ für einen beliebigen $nnft B bei^ 
felben/ SB^infel )CB=:^/ fo ifi isasin^?: morani man erbfilt: 

ein ^ntegraf/ »elc^e« ^d^ ebenfaOI nnr bnrd^ nnenbHc^e Steigen 
befiimmen lüiu 

6. Sur bie ^mtM ijl a V— b^ »^ = — «^ b^. <)iern«*: 

ein 9(tt<brn((/ meieren man ebenfaOt nnr nS^ernngimeife integriren 
(ann* Stacftbem TC^^^—n^e^) entwicfeft nnb Meranf integrirt war- 
ben/ ert^SU man fnr ben ^9perbo(if(^en 93ogen/ bom 6(&eitel ber 
C^urbe geifibft/ ben ^niitndi 

_ y-(x2_a2) f^ 1 1.1 ^a2 1 l,i>3 e/^a* 3 a2 \ 

1^ M>3*5 g/^fl . ^ . l!?2i^ 1 

6 * 2.4.6«8 ^ Vx'^ "*" 4x* "+"2.4x2^ • • ' J 

_/J^ J_ ili 2i i!l i-1*3 4, 1^325 M*3>5 , 1 
V2"'"2 *2.4^ "*"2.4 *2.4.6 * ''" 2.4-6 •2.4-6.8 ® ♦• • J 

(sec=f). 
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«nmerfnngen: i. ®e0t man bier/ mie bei ber SOipfc/ 

x=:asin^/ y=b/^ — l-cos^/ 

fo befommt man für ben bvperbolifc^en SJogen/ mcnn; 

a2+b2r=a2e2 Ijl, 8=a/d<pr(i— «^sin2y), 

2. S)ie eOiptifc^en nnb ^«perbolifct^en SBogen biiben eine eigene 
klaffe tran<cenbenter OrS^en / inbem fie m^ einer nnenblid^eii 
Sleibe bon ® Hebern begeben/ beren jebe^ felbfi mieber eine 
nnenblic^e 9lei(fe mim^d^u 



SJon ttx JTitbatttV htt Stixvtt u. i07 

$« ite. mt mUtn Mit ein $aar SBeifyieU Ut Vnwenttttifl 
*cr gormrt d8=^r(u2dsr2+du«> Mß\)un, »cl*< ba« ©Iffcreritlal 
bcd SSogcnt cfiter attf $o(arcooirbfnaten (fiogcnett (Int^t batftcQt 
Sfitr bie 9(ir(^imebif(^c evitalt, m 2m=ab, f^at matt: 



=/^r(j^ + 4 



S>iei 3tit(9ta( ift t^ott UtitlUn Sfotm »ic jettel 9ott Im Sogen 
bcr getDi(^nn4ieit $ara(el/ »oraoe (ervotgc^t/ baf bfe 9tccttfif«tioo 
Ut 9(r((imebtf4^en 6piraU auf bie iettcr ^utH i^inaiitflSttft ^fii^ bfc 
(Sarbfoibc a=aCi+cos^) finUt matt/ »ctitt ^on n=o Hi u=2a iii# 
tcgrirt »irb / bafi bcr 93ogctt AinB=:4a {|l (^ig, 49). 

SBon bcr Xttbatttr ber Xüvpcir itttb bcr ^omylatiatfoo 
i^ter £)»(rfU(^em 

$• 167* 3)al S^olomen t itttb bie OUtflUibt u bei iutdf bie 
ttmbre^ttttg efner Sttn^e itm bie 9(($fe ber x cittftaitbeiieit X'itptti 
fluber man/ »en» man in bie gormeto v==/*;iy*dx, a=/2;iy;^(dx2+dy2) 
Ml ber ®Ieic^ttttg ber Sinie fflr 7 feitten SGSertb fe^t ttnb bann bie 
Integration bemerffteOigt. 9Bir moOen nnn jene Sormeln anf einige 
Seifpiete anmeoben. 

I. »fiWt man bie 01eic|inttg y=— rCa^— x2), foer^Sftman 

a 

ffir Hi Sotttmen Ui iw^ Umltt^uni Ut 9Qi|)fc ttnt llftt dvofc 

«^fe «rjtttflun Mmtir v = ^^ (a^— {x^^z »(Mi V mit x »«r# 

fcbwinftet. i^Utüui entfprindt ba< S^Iotnen (etf d«n|(n oerläiigcr' 
ten 6p(8iroit« flU{(( f ab^;!. SEStrb b«a/ fo ge^t Hi Gpi^Sroit in 
eilte Xttgel Uit, ttnb b(ir 3tt(a(t id iM0t };»*/ »>(< in Itr 9U* 
wmAtittmtttit. 

$ät bie iD^rfMc^e tief« ep^Strott« M tttott/ nxHtt a^e^a^-b' if: 

u=^/dxr(a2-e2x2). 
a 

S>A« 3nt(dra( bieft« %tt«trtt((« ift: 



**• »»n Kr ««»«tut becÄüriKt 



u=2b2Ä+— i-1 arc(8in=e). 

<D?ac^t man a=b/ fotvir^ — arc(«in=e)=i; Hlftt iUCin* 

U<^< Ut Mi<t gUiC^ 4a2;r. 

$( n m e r f tt n ( ti : i. Sffir l)atf a»dep(att(t( ^p^aroit/ t. (. batf* 
leitige / »((c^etf turc^ dtotation nm tie mitte 9((^fe m^t^t, 
(at m«it/ »enn tie (leine «e^fe tttflleie^ tie Ut x ifti 

y=|.r(b»-x2); folglich: 

9((f0 ba« fiSolttmett be« gansen abgeplatteten 6p()Sroibtf gleite 
fa2b;r. sian f{(^t ^ietatt«/ ba0 fi<^ Ut Skotomen bei »er« 
lungerten epHtoiH iu jenem be« aegeplatteten «er^»t/ 
»ie b }n a. 

II. Sffir bie 06evflS(^e biefe« evHtom Ut man/ uenn ii>ieber 
a%2=a2— b2 Id: 

"=3r/^='r(b*+a2e2x«), ober: 

o=pr(b*+a?e«x2)+ ^log [aex+r(b»+aMx2)] +C. 

i|>let«tt« etrgibt fl* f«r bie D»er|lä«e bc9 ganten abgeplatteten 
Gpbftroib«: 

3filr a=b i»irb-|logJ^=2; fotgHc^ bie Öberjläe^e bet 
JCnget/ i»ie m»t/ g(ei(^ =4a2;c. 

a. Sffir ben bnrc^ bie 9l0tationber$arabe(y<=ax nm bie 9C4fe ber 
X ettt#«ttbenen Äilirper finbet man T={x.y2;j, i^o ^ „it » »erfe^winbet. 

gcwter u=^ Ca« + 4ax)» —ia»x, m »ieber a mit xingteic^ 
9tnn »iirb. 
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itnb bfe 9totation<a(^fe tie i^atiptac^fe iil/ findet mait/ wenn e^=si^+h^ 
gefegt wirb/ unb bcr Körper (ei x=:a feinen 9(nfanfl nimmt: 

4. gflr ba5 JBoInmen Ui bnrcö btc £o8ijHr}=ei" entjlanbe* 

»enÄörper« txffUt mm T={;ra(y«— i), wenn v mit x tuflleic^ t^er* 
fc^wtnbet. 

$» 168» 3)a< Skotomen V nnb bie D(erflc^e u cfnet X'imti 
äber^anpt werben bnrc^^ bie Formeln : 

(ejKmmt. Sßie man biefe boppelten ^ntearale jn petite^en ffCiU, 
ergibt ^ö) ani ^olaenbem. 9?ac^bem flatt z, p nnb q ilfu aui Ut 
®Uic^nnfl ber vorgelegten '^l&äft hergeleiteten W&ttitft in x nnb j 
fttbflitnirt worben/ integrire man/ wobei batf einemal x nnbbaian« 
beremal y M conjlant angefe^en wirb/ ober nmgefeM/ je nac^bem 
biefet ober itnti S3erfa(»ren einfad^ere 9le(tinnngen barbietet, i^ier^ 
auf ^at man auf bie ®ren)en/ welct^e bie 9(ttfgabe angibt/ gehörige 
SKficfftc^t |tt nebmen* S3erlangt man }. 93./ bafi bie Oberflfic^e u 
iwifc^en |wei }nr iS^oorbinatenebene xz in ben Slbfiänben }'=a/ y=b 
paraOellanfenben Sbenen eingefc^Ioffen fein foO/ fo wirb man Ui 
integral {Wifc^en ben ®ren}en a nnb b nehmen/ inbem man x aU 
eonflant anfiebt. S)M erüe 3ftttegra( wirb oon ber ?orm ^'xdx 
fein/ fein y mebr entbaUen nnb bie Oberfläche ünti ^örperflncfe« 
auiitüätn, beffen S)i((e dx nnenblic^ (lein ifi. 3nbem man bann 
9on 9tenem in 9$e)ug auf x nnb )war oon bem ([einften bi< tum 
grSgten Sßertbe biefer 93erSnberIic^en integrirt/ erbS(t man bie 
perlangte ^l&d)t, mldft biernac^ M bie 6umme einer nnenbnc^en 
Mnia^I ber porbergebenben analoger 3<>tten angefeben wirb. 

SBenn ber fragliche iXörper feitwSrtd pon (rnmmen ^l&äftn iu 
grcn)t ift/ fo fieben bie ®ren}wertbe ber einen 93erSnber(i(6en mit 
ben ®ren)wertben ber anbern in SBerbinbnng/ mi )n berücCjicbtigen 
tft. asäblen wir bie j{uge( inm 9$eifpie(/ fo fo(gen aui ibrcr ®(ei'- 
0nng x2+y2+zÄ=r2 bie SBertJe: 



aoo 09it lei JtttbAt»« l(v jl<(v(c 

p^- f / q=— 7 / r(i+p2+q^=f ; mimt 
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eilte txU 3fn«fltation fUfert rdyarc^fin=-j-\ 9tittt fcf^nci« 

bct bie Sootbitiatctiebcnc xy Me ^ngd in einem Xreife Cy ($tg. 5o)/ 
beffen ©leicftunu x2 + y2=r2 {ft nnb für »rieben bie «bfciffe 
AF=:+r(r2-yO=±A bett JRabttt« be« bttr* bie fc^nelbenbe ebene 
DmC eriengten Xreife« abgibt. Stimmt man folglicb batf obige 3fn« 
tegral x=— A m x=+A / fo erbWt man Ui nnenbli^ f<*male 
Stöc^enüucf DmC eine« inr ebene xz paraOelen nnb anf ber obern 
iS)a(bInge( befinblid^cn 6tteifen<. 3nbem »it alfo x= > A nnb x=+A 
bier oben fe$en nnb Hi erfie 9lefn(tat ^om )weiten abjieben/ U0 
(ommen n^ir ;irdy/ meil b<r SJogen^ beffen e\mi bie Sinbeit be« 
trSgt/ gleicb i^ ifl. S)a< in iSeing anf y gewonnene integral ^rry, 
»el(be< )»if(bcn ben ®ren)en —v nttb +r/ bie bem Heinfien nnb 
grüßten Sßettbe ^^n y entfprecben/ jn nebmen i^/ liefert nntf bann 
2;rr2 a» 9(n<brn(( für bie OterflScbe ber einen {)a(bfttge( / »ie el 
ancb bie Stementargeometrie lebrt. 

Sfür batf SBotnmen V ber ^ngel bat man: 

V=j(rdxdyrCA2-x2) 

6icbt man {nn&cbfi y a(d conüant an / fo finbet man : 

/r(A«— x2)dx=ixr(A2— xO+iA^arc^'sinri:-!-) 

hieran« entfpringt/ menn manbad Sntegrat/ wie oben/ twifcben 
ben ®ren)en — a nnb + A nimmt/ Hi 9lefnltat 4^A^/ fo bafi man 
oott Wenem ben ÄnJbrncf {^(r-— y2)dy/ »dcber baö SBolnmen Ui 
SLixiftxUdi DmCE barjleUt/ )n integrircn bat. ^cA Sntegrat ba«* 
pott iü \^(v^y—\f) nnb gibt/ oon }=— r Hi y=+r genommen/ 
1^1 3 )nm fnbifcben Snbalt ber i£)alb(ttge[. 

§. 169. iDer 3nba(t eine« Xörpertf wirb/ beim ®ebran4 
re4iümnfUgcr Soorbinatenacbfen / babnrcb gefnnben/ ba0 man ib» 
burcb brei SXeiben nnenblicb Pte(er nabe an einanber Hegenber/ mit 
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itn ^00x\>inamtbtntn .paraKeler (Svenen ftt lautet mtniiid) Heine ttd)U 
toMU^t $araae(epipeba ittUdt/ beten jebed ben fu6ifc^en ^nt^alt 
j=dxdy(lz ^at, Sntegrirt matt bierauf |uer|l in S&ejuii auf z unb imt 
von bem z/ bad ber obern 9?edrenittnfl«{lSd^e be< ^Körpers bli in itnm 
z/ lai feiner »ntern'®renifläcfie entfpridiit/ b. ^. fe$t man in ben 
9(uibrtict zdxdy ftatt z bie beiben Bevtbe/ wie fte ftc(i an« ben 
&Uid)nnd<n jener jn^ei ^(äc^en ergeben ; fo er(fäU man ben 3fnbalt 
ber i^on benfelben einsefc^Iaffenen unb über ber 93afid dxdj con« 
tiruirten £attc ®aj i'utanf in 93e)tta auf x gewonnene 3fn^^0V<^( 
iü ber 9(uibru(( für bie @umme aOer Satten/ meiere bie @c^eibe 
bltbeu/ bie iwifc^ien ben beiben )tt y=^y unb y=y+dy gebörigen/ 
auf ber %d)U ber y fenfred^t fteb^nben 6c^nitten liegt. Sntegrirt 
man iu(e$t in 93e}ug auf y, fo befommt man in ber 6umme aUtt 
ber 90rbergeben2)en ana(ogen 6cl^eiben ben ^nf^att bei Körper«/ fo 
meit man ibn baben will. 

3Ü ber fragliche Körper ))on ber conpegen Oberfläcbe eined ^n^ 
rittber« MNg (5ig. 51) begrenit/ welcher über ber gegebenen ßuroe 
mng auf ber (Sbene xj fenfrec^t fie()t/ fo nimmt man iai ^meite 
3tttegral/zdx/ bamit ber «uSbrud dy/zdx berienige beö Stbfcbnittö 
MMWNmm'n'n Werbe/ pou x = Pm bli x = Pn/ WO bte Icfttem 
Sinien permüge ber ®(eicbnng ber Surpe mfng in ^unftionen pon 
y gegeben finb. S8eieicbnet man bicfe gfunftionen mit fy unb Fy, fo 
mu9 man fie fuceeffip üatt x in ba< 3ntegra[ fe$en unb batf eine 
9tefuitat pom anbern abjiel^en. ^i bleibt bann nic^ti weiter übrig/ 
aU eine bloge ^unf tion Pon y iu integriren / wobei/ um ben ganjen 
3nbalt Ui fragUcben iKörperd in erbalten/ man bad integral pon 
bem Keinflen SBertbe Pon y/ AB/ bii }u feinem größten AC }u nebmen 
Ifatf wetclie SBertbe übrigen^ bie ®{eic^ung ber ^uroe barbietet. 

9$eifpiele: 1. 3)lan foO Hi S}o(umen eined geraben jlege(5 
finben. 9Bäbtt man bie 9(cbfe bei ^egeltf jur 9(cbfe ber y unb ben 
ee^eite[ beffelben }um Urfprung/^fo ifl bie ®Ieicbung bed ^egeti 
iV=z*+%2/ m 1 bie iCangcnte beö SBinfeW bejeicbnet/ mtdttn 
bie Steife mit ben erjeugungölinien bilbet. S)er StnSbrucf zdxdj 
pcrwanbett ftcb aber in 2rOY—^^) «^^dy, wenn man \)on bcm untern 
iii )um Obern z integrirt unb erwSgt/ ba$ z=±;^(i2y'^— x*). 

II. 8b. dl. euA. H 



SOSK Sott htt Xttbatut bct Stixvtt 

S)ai 2numi ^aoon itt S3e)uo auf x i0: 

S)a für z=o Me euid^uni M Xtitli mi ^=±\y all ®ttnitn 
Ui Mxpai liefert; fo mug man dier x mit — ly/ »ad 9lua gut/ 
ferner x mit +iy »ertaufd^en/ mtaui 2r-y2arc(tg=rj)=^^ y^ ent^ 
fte(»t. 9Ran Ht je$t noc^ ten 9(ud(rttc( ;sl^y^dy i)on y=0/ tem 
Gd^eitel an; bii )=h, toai Ut S5afi< entfpric(»t/ in integriren; 
man tefommt baburc^ für ben 3n(ia(t be« ganzen Xtitli ben SSert^ 
]n\*h^, mldjtt mit bem and ber @(ementargeometrie befannten 9le# 
fnitate nbereinflimmt. 

2. e« foO ber 3»Mt be« eoipfoibö 4-+-S-+-4=ifiefttcdt 

a* D* c 

werben, ©ie beiben 0renj»ertbe t)on z jinb z=±c;^r i — ^— l^J; 

mitbin //zdy dx— 2c Jfr(^ *" S " S) ^* ^^^ ®* ** ^*^^ 
2c/rM— 1^— ^jdy, menn man x atd eonflant anfiebtr 

Stimmt man %\ti ^ntesral von: 

y=-|- — rCa^ - »^) 61« y=- — r(a2-x2) , 
a a 

meldSie !Sertbt Mi ber ®(eidSiun8 bed eoipfoibd für z=o bcnn>r# 
gelten; fo finbet man bad 9tefu(tat 

M beiben ®ren)en oerfc^minbet nnb ber S^ogcn babei einmal ^\n 
nnb ba< anberemal + 1 ^ wirb« Sfntegrirt mm enblic^ ben Kndbrncf 

bcj^M— ^^ dx wo x=a bitf x = — a, fo ilnbet man für ben 3fn** 

l^art be< ganacn C^Oipfoibd ben «ndbrncf fabc^x. 

\. 170. sterben auf Sbnlid^e 9Beife bie ®ren}en bed %\^<fitn^ 
xwHM burc^ eine auf ber in ^rage tlebenben gelriimmten Ober«* 
fläche oerjeicbneten Snroe fmng (^ig. si) befiimmt^ fo fu(^t 
man bie ^rojeetion % ber le^tcrn anf ber Sbcnc xy/ wobnrc^ ein 



unb t>tx Complanatian i^xtt £>ittfH(btn, 805 

fleratct S«(intcr entließt/ für »clc^cn man genau taifelie Staifonnci' 
ment/ toic i^ot^iti/ t^orficOt. 

SJelfplele: !• 3» >er 66cne xy feien He jwei gCetc^en/ cnu 
gegenflefept Hegenten Parabeln fae, f^ae' (Jig. 47), teren ®UU 
clinngett y«=nx/ y2=— nx jinb, ver§cl€|inet; ferner fei in Um 
9(6ilanbe AC=b 90m Urfprnng bie ginie FF' paraOel )ur 9((^fe ber x 
gejogen. 9Benn man ftc^ nun einen geraben ^Xegel mit freidförmigcr 
S3aftd ))orüeOt/ beffen 6c()ettel im Urfprnng A unb beffen 9C4^fc in 
ber Mctife ber z liegt/ ber mit(>in z=kr^(x2+yO jnr ©leidSinng M; 
fo (^anbeU ti ftc^ barnm/ bad pon biefem ^Xegel nnb bem auf ber 
S6afii AMFF^M' fenfrec^t errichteten iSpHnber eingefc^toffcnc SflS' 
(^enftücC )n finben. 3)ie ®(eic6nng bei Xegetd gi»t: 

P= ;^(Xy2) ^ *»= r(?+?)' l+P^+q^l+li«, 

»ona(& für ba« Slement ber Äegelflfic^e T(i+ii^)AxAj entfpringt/ 
beffen $rojection in m ifl. S)a« integral in 95e}ng anf x ijl 
f^Ci+hOxdy, mi man pon m' bi« m nehmen mnfi/ nm ben glÄ* 
e^enin^alt bei nnenbiic(^ fc^maUn 6tr(ifen</ ber feine protection 
in MM^ (at/ in befommen. 3)ie ®Ui(^nngen tinferer $arabe(n liefern 
aber für bie 9(bfciffen ber $nnfte M^ nnb M/ ali ®ren)en bei ^n« 

tegraW, x=— ^/ ^=+'t' ^^*^^"* ^^ ^^* """^^^ "^^ entfpringt. 

3ntegrirt man ben legten «nöbrurf/ fo fomm't |^r(i+i^^)/ »«< 

man Pon A bi« C; b. (f. pon y==o bii y=b nehmen mug; man ünbet 

biernac^ für bie perlangte ^mt ben SBertb t7?^(*+'^^- 

2. S>i( 9Rant(lfIä(^( (inet ^(flcM/ Itfftn 9C((f( in (er X((f( 
Itt z ml txffen (r(i«f0rmMc S^aji« in (er (Sfttne xj Um, t« finden; 
H( ©{fi^ung M ÄtfltW l<l 8*(b— z)«=b2(x»+y*)/ »«litt b fein« 
i^ülft nnb a Un i^albmt^tt Ut Sda^ UUuut, Utta <D{tm(piiit(t 

im ttrfrtmiÄ «««t. igjieratt« er«J6t ii* ^=Jj \^^^ *** •'y- 

Sntrflrirt man tucrü in ^tm onf 7 v«» 7=0 ^i': 
y=/^(a»— x»)/ fo fowmt : 

11= — y"(a»+b»)/dx^(a»— x*)/ l>b<f/ WtBtt nt«tt iotegrt«: 
a 



204 ^on htx fitiNtur htt Sttxttt :(. 

190 V mit X Ht^dfminUu iDtcfc d^mtl di(t fafort bcnienigen !i;(^eU 
tcr i%eflclfiä4ir/ ber 9on tmei parallelen/ aitf Ut SCd^fe (et x fenN 
rechten ^(eneti ^egtetiit loirb/ Don Untn bic eine tie @6ene yz 
felbft ift nnb bie anbere um bfe ®tHt x von i^r abfielt. Sßirb ba( 
3fnteflra{ bitf x=a antfgebe^nt/ fo M man offenbar ben vierten 

S^eil betf 9JlanteHlfi*e =^rCa»+bO. 
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Integration (er Diferentialgleid^nnden mit {wei 
93erdni)erli(l&en* 



IBon itt Zttnnnni bet a^erSnbetlic^eti ttob ben l^omo^ 
genen QUid^un^tn. 

§. 171. 9Blr tooQen nni je$t mit ben 2)if crentialgleic^ttngeti 9011 
tweiSerSnbettic^enbefc^Sftisen/ b. ^. mit benjieniseti ^niitüdtnf in 
»eichen bie 93ct8nber(i(|icn x iinb 7 mit i^rett S)if erentialen dx, dy itttte^ 
einanber gcmifc^t Mtn. SttbetretüenOrbnttog Meittefolc^e 
S)iferemia{g(eic^ttn9/ infofctn üe nur 90m er He n ® trabe in S3etttg 
attf dx iinb dy ijl/ flot^menbig folgenbc $orm: Md7+Ndx=o« 3ffi biefe 
eieic^ttttfl bergeflaft bcfc^^afett/ bag M blog eine ^onftiott Dott y »nb 
N eine Sfittiftiott doo x ig; fo ^at man bie ttrfprfinglic^e ®(eic^ttttg 
/Mdy+/Ndx=c, woiti bie StitegtaU /Mdy «nb/Ndx nac^ be» 
ffir bie einfachem Formeln obett aufgegcOteo S^orfclirifteti ttt be^ 
(anbeln gnb. 3>a«fe{be gnbet bei jeber SDifetentialgleid^tttig ftatt, 
fobalb matt bttrc^ irgettb eitt S3eirfabrett ba^itt getattgt ig/ bie f&tt^ 
Sttbertic^ett itt ibr )tt trettttett. 

§. 172. etfft leicht l&it gc^ bie «Kottbetrttttg ber SBerSttberlic^en 
in bem SfaQe betoirfctt/ m m btog x itttb N b(og 7 etttbUt/ t9ei( 
matt bnr(( bie 3>i9igott mit hn bat; 

dy . dx 



980 sptt itx tttnnun» itt Vitx&nhtxH^tn 

Mttf ätinlic^e 9Bcife (emerfücaidt man iit ZttnnuH i<t SJer^ 
&nUtUä)tn iti Ux QUid^nm XYdy+XiYidx=o, m x ml Xt gttrit 
tiottcn 9oti x/ Y titib Yi ^tttirtiottett von 7 finb; Unn burc^ bic 
iDii^ifion mit XYi itlommt mm fofott bie gcfonberte iSUii^nm : 

»effpicte: 1. dxrCi+y2)-xdy=o W<f<rt^=p^^; 

»oratt«: i(cx)=i|>+r(i+y^)] oUt cx=y+r(i+y^/ 
t9Ctto man 900 ben gogaritl^men t« ben Säulen iibcrdc^t* 

2. x»ydx+(2y— l)xdy=0 »etWattbClt fic^ ttt x2dx+ ^^ dy=0. 

x' 

S>utat ^nttmtion entfielt batttt y + 2j— iy=c. 

§. 173. 9$ei ben (omoaetie tt 2>if ctcntialgletc^itttgeti/ b. ^ bei ben^ 
jeniflett/ in toeldfieti bte 6nmme betr Deponenten bet 93etSnbetr(ic^en 
z nnb 7 in iebem ®Uebe biefelbe ifi/ ISft ftdfi bie eonbernng betr« 
felben immetr antfftidren. 2>enn ifl m jene enmme ber StP^nenten/ 
fo pemanbelt ficli ba< beliebige ®Iicb Ay^^ x^^ , mnn man Ui Qanit 
bitrc^ X» bioibirt nnb y=xzttta4t, in Az"^, mil ii+li=in fein foD* 
3fm borliegenben-Sfaae werben fic^ bemnac^ m nnb n anf bloße $nn^ 
tionenbon z rebneiten/ fo bag bie euicbung Mdy+Ndx/ »ennbntrc^ 
M bibibirt wirb, bie gorm dy+zdx=o erbfilt. «n« y=xz entfiebt 
aber dy=xdz+zdx; bnrcfi SnbjHtntion biefe« SBertbe« bcfommt man: 

xdz+(z+z)dx=o ober T"*"rTz "^^^ 



Sfntegrirt man enblic^^ fo bat man ; 

«nmerrtttig. Sieft f{(( Jf« ^a« 3ttt««t«iAqrz"*"*^"'* 
Sogarit^neit tarftcOut/ fo erhielte man eine «(d<6raif4>( ©teU 

SitiipitUi 1. $fir 7d7+Cx+27)di=0 btUtttmt MM tllV(& 

ix zdz jx dz dz 

X ^" zH-2z+l~ X "*■ 1+z (l+z)2 



lCcx)+l(l+z)+j^=0, 

ob<r ttenn müti z ^itrc^ fcintii SEBert^-^ erfe^t/ 

2. 0fir x«dy=(x«-y*) dx er^JKt manj 

X 1 — 2 — Z^ ^ 1 — Z Z^ 

%t\ melc^cr Integration mir nn« nic^t weiter aufhalten moOem 

3. gfir xdy-yd«=dxr(x*+y*) ütibet man ^ = p^fT^* 
2)ttr(J Sntegratiön ^Jefommt man x=:cz+c;^(i+z2), oier/ wenn 
m^Vi jiatt z feinen Bert( -^ einfüt^rt itnb batf 9Borser{eic|fen jum 
SBerfcliminben bringt: x8=2cy+c2, 

4. ®ic enroe anjngeben/ beren gflSc^eninJaft bcmp (jig, 7) 
Don einer befiimmten Orbinate bc an gerec|fnet/ gUic^^ bem ;Ktt(n0 
ber begrentenben Orbinate pm bipibirt bnrcli bie SCbfcifTe ifl. 

«it« /ydx=^ crbSft man bnrcli Differentiation (i^y + y») 

dx=3xy2dy» iDlac^t man y==zx, fo finbetman-^=j^~^/ »ele^e« 
gibt: x*(i— 2z2)»=c ober (x2— 2y2)»=cx2. 

§« 174. 3ebe ®(eic^ung/ meiere borc^ trgenb t\v^ mwtX bomogen 
gemacht werben tann/ l&it ftc^ naeb berfetben SDletbobe be^anbeln* 
$ier(cr gebürt bie eieidSiung: 

(ax+by+c)dy + (mx+ny+p)dx=:0. 9»an fe^C 
ax+by+c=z/ mx+ny+p=i; f^ierantf CrjStt Xf^MX 
adx+bdy=dz, mdx+ndyzzidt; ferner 

, mdz — adt , bdt — ndz ^ 

^ mb— na ' mb — ^na * 

»onac^ forgenbe ivi S3etng anf t nnb z homogene 2>ifferetttia{g{ei4nng: 

(mz— nt)dz+ (bt— az)dt=0 

tum Sorfc^ein fommt. 

15* 



as8 Con bet Xttnnun» htt SßtxinittU^tn 



nft 



2>ie i)or(ct0c(enbc 3;raotfformatioti fü^tt )» feinem StefttUate/ meno 
>— na=o; mü 
c^ttttg ftdSi in: 

bcdy+bpdx+(ax+by)(bdy+ndx}=0 

i^emanbelt/ wo e« (inreidfit ax+bj=z ttt macfieo/ um in il^r bie 
SSerSnbetfic^tt ab}tifiotiberti* 6o(fiit«irt man n&mlic^ Mefe« x nnb 
len Mi ber angefe^ten ®{eidSiund iidSi ergebenben 9Bert( bon 

dy=^.-=!^, „„t jfoKrt dx; fr fltttct mm ax+ ^--i|±^_ =o, 

9Cnmerfttng* 2>ie 3fnteatation biefet Stnlbrncf« fft^rt anf 
£og4Ht^men/ menn nietet n~a=o ifl/ in welchem %aUt baf 
3ntegra( algebtaifcfi wirb. 

§. 175. 2>ie 3;rennttn0 ber S^etfinberUc^en U0t fic^ anf ünt fintu 
tei4e Seife bei ber ®(eictinnd: 

dy+Pydx=Qdx 

erreichen/ wenn p nnb Q ^nnftionen bon x finb. 2>enn mae^t man 
y=zt/ fo ge^t nnfere ®(eic^nng int 

zdt+tdz+Pztdx=Qdx 

über/ worin bie 9(bfonbernng anf ber GteOe erfolgt/ wenn man bett 
C^oefiicienten i^on z=o fe$t/ toai (ier ofine Sßeiteretf gefc^e^^en UnUf 
inbem z nnb t alt ^nnttionen bon x angenommen ünb/ oon benett 
eine offenbar wiafftdrlic^ ift. 3)Ian dat bemnadfi: 

dt+Ptdx=0/ tdz=Qdx, 

a)ie erde gibeY=— Pdx, woran« entfpringt it=-/Pdx, S)a 

in Pdx fein y borfommt/ fo (Sgt fidfi bai integral /Pdx nac^ bett 
betannten SJlet^oben be^anbeln* Saffelbe bnrc^ u barfleOenb/ l^aben 
wir: lt=— u+a/ ober t=e-*+* = e*.e-«. 
3fnbem wir in bie iweite ®Ui4nng tdz=:Qdx ben eben gefnn« 
benen Sßertl^ oon t fnbüitttiren/ befommen wir: 

e» dz=Qe« dx ; (lierantf e» z=rQe» dx+c, 
m Q nnb Q befannte gfunftionen bon x finb. ettit man in beut 
gewonnenen 3ntegraJ/Qe«dx filr z feinen ®ert^ Y oUt yc«-«. 



fo ergibt fi(6 ffir ba« ficfüc^te integral bet Sfuftbriicf : 

Um )tt bcr tirfprundncifco ®Uic^ttttg Dott Pydx+dy^Qdz }ii ge# 
(aogcti/ ifi beinn«(ii eine boppclte ^ntegratiott t)otiune(meo; benii 
eiomal Ifat man Hi integral /Pdx ttnb Ui anberemal batf 3tttt^ 
flral/ei^Qdx }it (ejlimmen. 9(tt(^ fie^t matt/ bag e< ttttttüttiig i#/ 
beiti er<len integral eitte Sottjlattte a l^ttiitt}ttfüflett / totil ber Wm^ 
»Ott j ttttr eitte eitt}ige befi$t. 

SCttttterfttttg. 2>ie (ietr »ebattbelte S)iferetttia{0reidSiitttff 

dy+Pydx=Qdx/ 

iti toelc^etr y lutb feiti 2>{fetetttia( dy ttur auf bet erjieti 
^oteti) erfc^eittett/ toitb getoi^^nlicl^ littearifd^e ®Ui4iittid betr 
erjlett Orbntttig genantit. ^afTetibetr tofire ti aittf eittett betr«* 
artigett ^uilxud fc^tec^tmeg ®leic^itttg t)oiti etjlett ®rabe ttitb 
90tt ber erfieti Orbnttttg )tt ttetttiett* 

S3eifpie{e: i* aRatt foO W S>if eretttialgUic^ttttg : 
dy+ydx=axMx ititegtirett. snan bat bier: 

P=l, Q=ax»/ u=x,/QeMx=ae«(x«— 3x«+6x-6); 

foIgHcb ba< gefttc^e 3titegra(: 

y=ce-^ + a(x«— 3x2+6x— §). 
2. afflr Me 0Ut*tttlg (l+x2)dy-.yxdx=adx ijl; 

^=r^^ 9= rpi^' n=-y^,=:-.ir(i+x2); femr: 

5)«^er ba« ««föchte ^nttmi y=ax+c^(H-x2). 
§. 176. 9Bir mntn ttnd ie$t mit ter mti^uün 

dy + by'dxssax^dx 

U^nttU totttU ttnb tiac^ bcmftl^tn benannt wirb: 

1. 3# in btcfcr ®(ei(^»n0 mr=0/ fo finbct bU 9(bfonb(nind 
f»fm Uttf inbtm man bann (at: 



MtMi bnrc^ 3fiitCflratioit Ctttfpringt: 

2)ic gege^ette 2)ifcrctttia(glcic^itttg mirb ba^er in eine (omogette 
ttanifomitt mtUn fein/ wenn m=-~2 ijt. ttebetrbem wfire bic 
tunifoxmittt ®Ui(!tnH abfonbernng^fS^ig/ menn man m=— 4 ffittt, 

mit man in biefem gaOe ^^5=7+ ^=0 etbiette, 

3, ginbet (eine« t>on SJeiben jlatt/ fo mac^e man z= — / x«+3=x/; 

ferner/ um abtnffirten: 

/_ '"+* Ki _ a / _ b 

m+3 ' m+3 ' m+3 * 

man gelangt (ierbnrc^ tn ber ®(ei(6nng: 

dy'+b'v'«dx'=a'x""'dx'/ 

meiere ber gegebenen übnltc(^ ifl/ mitbin biefelben ttmwanblnngen v^ 
Mi; bie Trennung ber 93erSnberüdSicn x^ nnb y^ »irb ballet nac( 

ber 6ttb|Httttion i^on y^=zp^+ -^mögtid^ fein/ wenn in'=— 4. 

SJinbe biefe S^ebingung nidfit üatt/ fo mürbe man »ieber: 

z'==— / x'"*'+3=x''/ beögleicften: 

m' + 3 """^^ ' ni' + 3 * ' m'+3 " 

fe$en/ motf nni bie ®(eic^nng: 

lieferte/ meldfie miebernm ber vorgelegten gan) Sbnlic^/ mitbin ab# 
fonbernngtfffijig ijl/ »enn m^/=— 4. gSbrt man anf biefe ®elfc 
fort/ fo finbet man/ bag ficl(^ bie Stiecatifc^e ®leic^nng jieberteit fon« 
bern lägt/ menn in ber 9teibe ber (Sct^onenten: 

, in+4 ,j in'+4 ,., m^^+4 



un» bcn (omodcttcn Olei^ttttsen. s^i 



(intr wtfommt, welket -4 fllcic^ (11/ ft. ^. fle Wfit fl<^ font»trtt füir 
m=— 4, — J, -V/ —V »«./ 

oier iieet^aiipt für in=— ^j^^/ »">iirtt»of«<»<3«^lJrt<tttet. 
4, SBa*tman in fter 9H«atif<(ieit ©UidSumg dy+by«dx=ax»dx: 

y= —,, x»+'=x/ «ttt feftt t»ft Äfirje »«ijeit j 
, ° =v , -^ = a', !^, = m' ; fo eirfotgt >i< ©Ult^tmg: 

m+i ' m+1 in+ 1 

dy/ + b/y'2dx'=a/x'»''di// 

»<{*</ U fle btr »orfleU««» 8«»l ä^ntt* ijl/ «n* tief««« Ope* 
uüoMu jttlSft. aJlan fleUnfit b«^er t« einer ttennJare» Jratt^for» 
mimit/ wenn: 

_ 4t 

Safit m«n (tüti Sßor^erge^ente jnfawwen/ fo Hei&t man/ tof fcie 

4i 

SRieeatiWe ©leit^un« Uet« inteötafiet »irt/ wen» "»=— ^rj^ iff/ 

»o 1 iebe podtiw ««nje 3«^!/ o «nti J mit einfleWIoffen, lebentet, 
intern Ht erjle biefer leiben tetjten %&Ht Um SBertJe m=o nnb 
ber jweite bem 2Be«^e m=-2 entfpti^t. 

«nmet fttnu. ^(m «etongt in ber oten anueffl^mn aOuemei* 

nett gom »on "»=- äiZTi ' •**"" •"**" *** ©röfien m', m'/ ... 
Ut^ m andbrücft. 3)ettn inbem man ben 3Bert^ von m^ in 
ben »on m", ^ieranf ba« Wefnltat in ben SBert^ wn m"' 
». f. w. einfuhrt; ttf^HU man: 

"'=-^+3' ""=-2SHr6' " 3m+7 »**' 

ttoran« man bie formet : 

... (2i--l)ni +4i 

•"'•'= — n;r+2i+r 

im, beten 9li(^tiflreit bni;* bie SRetation: 

m« + 4 [2(1+1)— l]in+4(i+l) 

"»^'"'=~ m« + 3 "= (i+l>+2(i+l)+l 

»efl&tiat »irb. 



W2 Sott htm intt^tithat maditnhtn fattct. 

3)ic mtitnt QUiätnH üi ^^^^ integraM; mnn Ht ecpooeiu 
von X attf Ut imelten etitt utid^toinUt; tnadSit man bal^er 

iiie)=0/ fo flri^rt ttiaii '»=""2rili"* ^*** "*^" in^')=— 4, 
fo tcfommt matt/ m=— ^x.^tv^^ w »atf barattf l^teaii«* 



93on bem inttititbat madSienbett gfaftor* 

§. 177. SRatt muß üc|f etinncrti/ bai eilte 2>iferetttiar0lei4itnt 
Md7+Ndx=o tt{($t imttter bad utttttimliiare 9tefit(tat ber 2>ifferetu 
tiation eiltet @(eic^uitg fCx/y3=:o ij}/ fonbern bag fie attcli baborc^ 
eitt<laitben fein faitti / bag matt bie burc^ 2)ifereittiiren gemottneite 
®Iei(6itit8 itiit itgeitb einem ^aftot mn(tip(ieitt ober btoibirt/ ober 
eine Sonflante {wifctien ber primitiven ®Ui(bnm »nb ifftm ^iffe^ 
rential eliminirt/ ober irgenb eine anbere SBerbinbung mit benfelbeti 
vorgenommen f^au <S< rann fic^ baber ereignen/ bag eine vorgelegte 
®{eictinng fein genaue« S)iiFerentia(/ mitbin anc|f ni4)t gerabe^tt 
integrabel i(i. Um einen Sbarafter für bie ^ntegrabilitat ber ®(ei^ 
d^nngen jn erbatten/ fei u=fCx/y) bie urfprtingncbe (SUidfum, 
beren S)iferentia( du=Mdy+Ndx ifl« S>it tttmntt SRetation 

d^u d^u 

dld^=d^^^^"^^»'^^"^***^^*»* 

dM_dN 

dx — dy * • • ^^-^• 

©ofl baber ber Stuebrncf Mdy+Ndx ein voaUänbigeö S)ifferen- 
tial einer Sun'tion jmeier 93er&nber(i(|ien x nnb j fein/ fo mu9 Uu 
itlit ber Stelation (O @enüge teiüen* ttnb nmgefebrt/ erfüOen M 
nnb N biefe 9$ebingungtfglei(|inng ; fo ijl Mdj + Ndx ein genaue« 
^iferentiaf/ ba« ieberjeit integrirt merben (ann. Um ba< £e$terc 
nac^iumeifen/ integriren mir junäcbü Mdj/ inbem x a\i conüant an^ 
gefeben wirb* »ejeic^nen mir/Mdy bnrdfi P/ wo P eine befannte 
Sunftion von x unb y bebeutet; fo f^abtn mir u=P+X: ti fleOt bicr 
X eine ^unftion von x bar/ met( bie Integration fi(ff nur auf bie 
SBerSnberlicbe y be}og« 9Bir moOen iebt jeigen/ bag P+X mirKic^ 
Hi integral von Mdy+Ndx iü/ infofern bie S3ebingung (i) erffiOt 
ivirb. 



iDatf totale S)ifmntia{ 90ti P+x tfi otitt: 

^dx+ ^dy+dX ofccr^dx+Mdj+dX, 
dp 

»ett^=M; »oratt« man fc^fHcJeii mug/ U9 P+x bat 3titegral 

tct %niitndti Mdy+Ndx ift/ bcr mithin ein ^oOftStibige« 2)iferett# 
tial barftcOt/ mnn lic^ x betgcjlalt befilmmett (S0t/ ba0 ba« ^on 
fiel^ettbc Ztinom gUicfi 

Mdy+Ndx, ober dX=^N-~^dx . . .(2) 

dp 

»erbe* 2)iferenti{rt man a(er M=^ in S3e}nd auf x/ fo finbet 
WM mm ber oorattdgefe^ten S&ebinanng CO bie 9teIation: 

dN d2p ^ . ^ ^\^~dl) . , ^, dP 

iü eine bloge ^nnftion von x« 2>a« gefnc^^te integral ifl folglich 
P+X/ »0 P ba« Sntejral oon Mdy in Sbtm auf y aOein barjleat nnb 
X Hi 3ntcgral bcr bnrc^ bie SRclation (2) bcüimmtcn Snnftion von 
X ifl. 3)ie 9tid^tigfcit nnfcrer SJcbanptong »Sre bemnac^ bnrc^ bat 
mit Mdy+Ndx anscüeOte 3nt<grationtoerfa{^ren fofort nadftgewiefen« 
ttebrigcnd Hnt man auc^/ »ie man (cic^t fte^t/ {ucrfi Ndx in S5etttg 
anf X integriren rönnen/ mhti y aii eonjlant angefebcn »irb/ nnb 
ba< 3fntegra( /Ndx bnrc^ eine ^unftion bon y {u ergSnien iü* 
S^on be9 bezeichneten 9Begen mirb man benjentgen einfd^lagen/ melc^er 
bei ber Slec^nnng tit menigjlen 6cbmierigreiten barbietet. 

9Cnmer(nng. 2>ie !Dif erentiatgleic^nngen / in meieren bie SBa# 
riabeltt getrennt erfc^einen/ ^aben bie gform xdx+Ydy=0/ 
wo X blo0 eine S^tiftion Don x nnb y blo0 eine ^nnftioo 

i90n 7 i9. auan erbSlt baber 57=0 «iib 57=0; »oran« 

erbeOet / bag bie abgefonberten ®reicbnngen gleic^fam bie erite 
0attnng ber für fic^ integrabeto ®Ieidgittngen bitben* ^ 
§. 178. 9la(bftebenbe S3eifpiele bon integrabeln ®{ei(^nngen wer# 
ben biefe 3tttegrationdmetbobe bentlic^ macben* 

1. e«fel p^Yq:;^+adx+2bydj==:o jtt integriren. 



2M ffiott htm integritNi! maibtnhtn ffaftvr. 

a)?an W M« M=2b7/ N=: ^^^j^^2\ +«/ »on«(J f{(^ ilt 3«. 

«graMJitSt »ob ftrtjl «rgitt. SKan intet P=by2, mithin ift hj^+TL 
Hi g(fu((>te Snudrat. 3)a4 iDiffcrtntial tc^ rr^tern in ^tm auf ^ 
mit Ndx vmliüitn, liefert : 

dx=-p^^^-^+aax, woran« x=:ax+ic[x+r(i+x^)]; 
folglich iü ba« gefachte Stitesrar: 

by«+ax+lc(x+r(l +x«)]=0. 

2. 3ffir '-^^ -h^-^ H-3byay=o ^at «an: 

■ «y ^ 



M= t^r,'L,2-> - :;xr;T +%' 



3)a bie SdtiinimmM^mi (i) erfüat »irt/ f» («nit bie se« 
aetene gfnnftion nnmitteltar integrirt werben. SutrH erb^ft man: 

/Ndx=:ar(iHy')+ arc ^tg= — ) +T. 

S)iferettt{irt man bicfen %ttiituä in S^tm oitf y ttnb vergleicdt 
Ui Stefnrtat mitMdy/ f» ^at man dT=3by%/ mtiialiY=bj*+c. 
HXii 3ntegrar w$re bemnad^ ooaflSnbig defnnben. 

(Dtad^t man a=b=0/ fo befommt man: 



eine Integration / meiere Sa ^htt bei bem S5eweife be< 0a$etf ober 
bic Sttfammenfe^nng ber ^rSfte in feiner Slec^anif Ui i^imme» 
benu^t bat* 

3. SDlan finbet ebenfo: 

r dx[x+r(»^+y')]+yd y _ lerx+rCx'+T^)! 

r/dx y2 dx ydy (ydx-xdjOT^xf+jf) djr\ 
*♦ J \x~^~^'~ iS""*" ' X» '^2yJ 



ffioti htm intedcirbat tnac^cnben ffiiftor« sstt 

$« 179. S3ei bem im §* 177 anacfteatett 93erfa(ten üe^t ttiao/ baft 
man intvciUn mit bem Snugtalieid^ett/^e^aftete ^unftioneti u=/Ndx 
ttUmmtn lanttf mldt man in ^tm Mt eine anbete SBerSnbeN 
(ic^e 7 bifetentiiren foO/ altf auf »eld^e ftcfi batf integral bettelt: 
bie S)ifetrentiation pirb in fotcliem ^aOe obne meitere« nntetr bem 
Stttegralaeic^en / ^orgenommem aRan Ifat in ber Sbat: 

t90ran«/ »enn man iebe 6eite biefer le^tern ©(eic^nns in S5tm Mf 
X integrirt; 

— = f— dx 

dy ^ dy 

f. 180. ©enilgt bie JDifferentialgleid&nn« Mc37+Ndx=:o ber 3ftt^ 
tedrabi(itj!t0bebin9ttng (i) nictit/ fo fann fie immer bnrc^ einen 
fc^icflic^en 9Rn(tip{ifator }tt einem genanen S)iferential gemalt wer^ 
ben/ menn üe einer nrfprfinglic^en ©{eicpung entfpri^t« Sin 
folc^er 3)In(tit){irator/ mit welchem man eine nnpoOflänbige 3)iferett^ 
tialgleic^nng mnttipliciren muh »m üe integrabef {U machen/ ttnb 
loeldgier im StOgemeinen eine ^nnftion von x unb y iü/ beift intei^ 
grirenber %atm. ei fei nfimlid^ f(x/ y, c)=o ober c=:^(x,y) |ene 
0ritnbgIei*ttng ber gegebenen ©Ifferenttalglei^nng Md7+Ndx=o 
ober i^on y+n=^. 

SCtttf ber 2)eripirten ^/=P7'+Q=:o pon c=q)(xf y) entfpringt 

aber ber ^niitnd j^+ ^=0/ mld^tt, U in ibm bie Sonjlante 

nidftt mebr yorfommt/ mit ber vorgelegten 3)ifferentialg(eicbnng üitu 
einjlimmen mn0/ b. b« ti iü: 

y/+K=?Z^, ober ^^=PC7'+K), 

%Utin q^ ift ein genaned 2)iferential/ mitbin mni onc^ P(j^+K) 
ein fold^e« fein/ ober mit anbern Borten / e« etiHirt ein ^aftor P/ 
ber geeignet ifl/ bie gfnnftion 7^+K ober bie beliebige 2>ifferential' 
Sieidftnng Md7+Ndx=o oon ber erüen örbnnng {itm genauen 3)i^ 
ferential t» ma(b<n. 

§. I8U Um biefen integrirenben gfaftor^ ber bnrdSi z bargefleOt 
fein mag/ tu bejiimmen/ b<it man bie Stelation: 

d(Mz) _ d(Nz) 
dx ~ dy ^ 



280 93on htm intt^tithat ma^tnbtn ^(^ttot. 

mld)tt Me euidfutti Mzd7+Nzdx=o seniigett tntt^/ wenn fte tin^o 
MUti S)ifftttntlal fein foO. ^nmiätU man iene SbtiiuinmHUu 
d^nugr fo finbet man: 

^Cdr-d7>^d7-"^d^.-^'>- 

^9nnu man aui biefet (Sleic^ung ben Sßert^ t)on z in x unb 7 
(eflimmen/ (0 wfire man im Stanber iebe S)iifetfentta(dleictinng i^oti 
^er eifften £>ifbnnnfl in integriren; aOein meiilentf ijl itnt SUic^ung 
fd^wieifiger }n itlfanUin aU bie gegebene 9)tfferentiafgUic^nng Uli9, 
weit batfin ^ie gfunftion z ^on tmei a^erSnberlictien x mh j unb i^on 

jmei paMieOen ©iffetfentiarcoefffcienten ^ nnb ^ a^^Sngt. UtitU 

gen« (äffen fid^ Mi Ut SKetation (3) mehrere (emerfcntfwert^e Sigen^ 
f4iaften herleiten. 

1. S)tt Saltor z Hc^e ftd^/ wenn iai integral u Ut i^otit^ 
legten S)ife]fentialgleic^ung (efannt wäre/ ani Un ®Ut(l^nngen: 

j^=Nz unb ji=Mz tefiimmen. 

2. mtt> Me ©rei^inng au=z(Mdy+Ndx) mit einer telieMgcn 
^nnftion 9on u/ we(4ie mir mit g^n betei^inen mütn^ mnltiplieirt; fo 
l^aHn wir; 

9?u*du=z*g9u(Md7+Ndx), 

S)a ba« erüe ®(ieb <in genaue« S)ifferentia{ ifi/ fo wirb e« anc^ 
lai tweite fein; hieran« folgt/ Uh wenn man einen integrirenbeti 
^aftor z 9on einem beliebigen S)iferential 9on x nnb 7 Unnt/ mati 
an« biefem ^aftor eine nnenblid^e ^m^i)l anberer bereiten (ann/ 
werd^e biefetbe Sigenfc^ft befi^n. 

3« Sßfire z bloS eine Munition t)on x/ fo gebt bie (Steicbung (3) in ; 

d£_dx^/^dN dM\ ... 

z ~ M V,d7~dx y • • • ^*^ 

Über/ weit j^=Ot SSetei^inet man bie Snnftion 9on x/ anf welche 

M ber tweite Xi^til ber SHetation (4) rebneiren muh mit x; fo 
bat man z=ef^^. 

4. Särbt z b(o0 7 mHlttUf fo jtnbet man: 



dz_d7/dM dN\ 

T- ITV^dx -d7y • '' ^^^' 



ffiptt itm inttfitititt nm^tnhtn flfAftft. SS7 

mtMi, mm Ut »ort x ttnob^fingifle dAlt9t von dy mit T ie« 
j<ie^ii<t Wirt/ zz=zS^i7, 

6. S){( ®((ic6ttttdeit (4) ttttb (5) W(vb(tt ittsleidi aM <Dler(ma( 
titntit/ o( tcr intearirtn^t daitot z eine ^ttnftion oott x »in 7 
ftiit faitit. 

6. S)er in ben Sleid^ttngeti C4) tint (5) ittttcr^att ^er VareU' 
t(ef(it (cfinMid&e $(itibrn<{ oerfc^winbet/ mm Mdy + Ndx eitt flc« 
Hatte« S>i9nmhl i9. 

« it tn ( r f ti tt g. (SHÜft üd» attd^ umstf e^vt ttad^tDcife»/ taf / tvctitt 

_l_/'dN dM\_ 
M Vdy dxy — ^ 

eittf Jtoff gitflftiPtt »Ott X ijl, Utierjelt z=e/^ eitt itttegri» 
reitber §«(tor voti Mdy+Ndx ift. Statt (at ttSmncli: 

4m^)=:e/"«. ^ ,meu ^4^=0; fe^tter: 

dy dy dy 

d(Me^)^,/xax^ + MXe/"». 9ltltt ijl, loeflett: 
dx clx 

1 /dN dM\_-. dN_ dM f^r^ri*. 

dx dy 

jje/xd. dy+Ne/3ca« dx 

eitt gettatie« S>{ferential wn x ttttt 7 id. 

®atti auf Hefe(N »rt wM nac^getviefett/ H$f tvenn: 

J_/'dM__dN\ 
N ^dx dy / 

eltte mt gttttftion w» y iH/ jebetrjeit z=e/»''y eitlen itite* 
gvirettbeti gaftor »«» Mdy+Ndx aJgiJt. 

S3eif)>ie(e: u %üx \>it f(<>ott (e^atiberte (iiteSre ®Iei4)tiit0 

„ ^ 1 /dN dM\ „. 
dy+Pydx=9dx l^at tttatt M=l, N=Py-9, -jg- {j^ -ii[J='^* 

mHUi forgt/ n>eit Q tinb p feitt y entsaften/ zsre/w-e«. SRttiti" 
yliei« Uta» ^ietattf lU gegetetie ©rei^itittg mit e« / fo (efotnnit matt: 

e" dy+e« (Py— Q)dx=0. 



S58 9on htm intt^titttiv mac^etikett ffaftor« 

3ttfcem man e» dy in gjejug auf y trttcgrIW/ ttWt matt e^ y+x, 
wo X eine Sunftion t)on x HUnttt/ Ml<f)t hutO) lU @Uidfuni; 

Uftimmt Wirt; »oran« x=— /e«Qdx entfielt. 

doliüd) ba« flcfttcK^te integral: 

y e/wx _/e/^Qdx=C, 

2. X»dy+^4x2y- p^J^::^) dx=:0 ttcfC« lz=Ix ; 

man muf bemnad^ Ui t^orgebgte 2)iffer<ntial mit k mnltipticirctt/ 
nm et intCBrabel }« machen* 

ailan crffStt ^ann Me gcfud^te 3ntegralglcl(|>tiii9 : 

f. 182. a^crmimift einer (efonbern !He(ation/ n^el^ie ten imo^ 
fienen ^nnftionen infommt/ I8gt fic^ber integrirenbe ^aftor für Me# 
feigen Uid(>t beflimmen* 95ebetttet **^'m({4i V irgenb tint (homogene 
Snnftion t)on x/ y « . « / nnb ifl m bie 6nmme Ut Deponenten itt 
SßttinUtÜditn in iebem ®Iiebe; fo nimmt iit Snnftion not^wen^ig 
We Sorm i"V an/ wenn man fcarin ix, ly ♦ • • jlatt x, y , . , fejt. 
StacK^t man l^ieranf i=i+h/ fo oermanbeU fid^ y int 

Cl+h>"V=V[l+mh+Jm(m— l)h2+, _ ,] 

Stnbererfeitt er^&(t man aber/ toenn x, j , . . refpeetiv in 
x+hx/ y+hy « . « äberge^t/ na4i Um Zaxjlot'iönn £e(rfat;e: 

(l+h)»V=V+ghx+^hy 

^ d^V, o 2 . d2V , o , d2V , . , , ,, 
+ d£^*^^' + didj ^""5^ + -dp- ^^ + *^- 

SBergteid^t man in tiefen HiUn Sntmicftongen lit tu einerlei 
potenten Pon h gel^ürigen Q^oefüeienten/ fo findet man: 

^_äV , dV , 

"^v=dr^ + dT5^+-^^' 

inCm-OV=0x«+i^^ 2xy + |f y2+ . . . 



X* 

60 |, SB. III för v=x2y— 3y' +— / mnit MoOi« crft« tief« 

, (.V_3,.+-|)= (:!.,+ ^f > + ,(..-»,■_ ^). 

9( ti m e r f it n g. 3)i(fer fcf^ünt 6a| / wdc^er 00« @ttUr (crrfi^ vt/ 
(Sit ft((> anc^ fo(9(nterma6(it a^Uitdt. (Stf fei Y (ine imo* 
gene ^tttiltioti von {tvei SScrän^erlic^en x tin( j, ml twar: 

V=Ax'y" + B y'^x'' + K., »01 
a+cc=b+/3= . . , = m fein foO, 

S)ity($ S>i{f(r(titiation entließt: 

dV=(Aax'-*y«+Bbx^-V . . . )d» 
+(A«xV-*+B/?xV-* . . . )dy, 

fr ftaf / »«» dv=Mdy+Ndx gtft^t Wirt: 

N==Aax«-*';^+Bbx''-V+ . . . , 
M=Ä«x»y«-*+B|8x''y^l+ 

Nx = AaxV+ BbxV .../«»*; 
My = A«xy+B/3xV . . . ; mU<ffi 

Nx+My=A(a+a)xY+B(''+^)''V • . . / t. &.: 
Nx+My=mV. 

S. 183, eint tttttt in ber JDIfferentlarflUf^ttiid Mdy+Ndx=o, 
M ml N (omo8(it( ^»ttftioiien wm &uU m, »nt nimmt man 
M, H9 Ut inwjrirtn^e Üfottor an* eine ^omojjene %mUi»n wm 
@r«»e n fei; fo Hi man/ weit Nz eine homogene gnnftion t>om 
erate m+n ifl, »ermSfle >er oJen tewiefenen Slelation? 



.„ xd(Nz) . ydCNz) 



9(aeitt laut »er tCnna^roe ifl: 

d(Mz) _ d(Nz) 
■~di~~ dy ' 



S40 5891t htm ittt(dt(r6a:r mn'Atnbttt ff«ft«r. 

mi ein 9Ritt<t tarMctct/ ^^^ an« b<r »ör^ageWn^e« ©Wc^««« 
W(d{ttf4)afett/ n)(Mi>c ({»bitrc^ in; 

/• j. M« — d(Nz) , d(Myz) a(Nxz+Myz) ,^ . , 
<:m+n + l)Nz=«*^>JßKr«e*t. 

SBegen »($ tin((#immt(tt 9t9ontnuu n ifl etf er(ati(t n+in+i=o 
ttt fr?««; maB «t«lt babur* Myz+Nxz=i, fe. j. z=— i— m 

Mj+Nx 

t(v itttegrirenbt ^aftov ber 2)ifF(retitia{gI(i(^ttng Md7+Ndx=o. 
Sfur bte l^omo0(tt(, nnvoOfiSiitiid« 3)if(r(ntiar0(ei(^iin9: 

y^dx+x'dy— xydy=0 J. 8J, i#: 
N=y2 tinb M=x2_xy; 

mm r>tt inuitlttnlt gaftor jjj^ = ^. Sirt bic gcflcteite 
S)if(retit{«Ig(eidEittn8 tomit tnnrtipUdrt/ fo (ommt: 

»^ y X 

9(tttnerfttnfi. iDU «ttna^me/ bau z eine f^rnnm Sfnnftion 
fei, ta^t fi($ babnr* rechtfertigen, baS man M<bmiit ^^^^b^ 

My+Nx 

fei ein genane« S){ferentia(, wenn n nnb m (homogene ^nf^ 
tionen finb. ^n ber £(at iü bann, wenn^ 

M^x=«'» «»'»M^irx=Ni«<f<t>t»w, ^«=^^ 

S)ettn man Wi 

dNi 






dM 
dx 



«>i« »itn Jewiefene «igenft^aft ber ^imogenen Srnnftione« gi»t 
a»er: 

„ ^dN . dN „ du dM 

"^==* dT +y 57 "°" = ^ dT -»- J' dT- 



Stimmt man mi biefcit le^tertt OteidE^un^en bte SBctt^e t)on 
y dy «n^ y^^/ «»^ i^^ <« t>^» 5(tt«brtt(f »on---* }u fubflitiiircrt/ fo 

ftttbetman -^--^^ 

SBon ben (efottbertt Sttiflofunflem 

J. 184» 60 f<i V=o eine flcaetene ©tfferentiolgleic&ttng/ beren 
i^oUUnliit^ integral mir mit f(x/ yr c)=o bejcictinen mütnf vooHi 
c W mütüWicfft donUntt i9i bad nnmittelbar lnx<b liDiferen^ 
tiation abgeleitete S)ifferentia( Mcfeö ^ntegraU witi bie %om 
FAy+()Ax=o ^abtn. (SrfcK^eint nun bie ^onflante c in bem r>oaUtu 
bigen Sntfgral r==o nid^t bloi ali abbitioe« ober fnbtractioc« ®(ieb/ 
fp (ommt bieferte nodf in bem ©ifFcrential Pdy+Qdx=o r>ovf mi 
ti entfielt bie vorgelegte 3)iiferentia(g(cic()nng erfi bnrc^ bie &u 
minatiott ^on c jwifc^en ben ®Wcl&angen f'=o nnb Pd}+Qdx=:o. 
6o Unge bie beiben (e$tern Gleichungen biefelben bleiben/ mirb and^ 
ba< Srgebnig biefer Siimination ober y=o bajfelbe fein/ mag man 
babei c aU tint eonflante ober ali eine variable @röge'betrac|>ten. 
^nUm man c ali oeränberlic^ anfiebt/ erbä(t man ium 3)iiferential 
von £=0 bie ®(eic^ttng: 

Pdy+Qdx+Rdc=:0/ 

morin P nnb Q biefelbe SSebentnng mie oben i^aben/ nnb R eben«* 
faa< eine Snnftion von x/ y nnb c ifl. iDie (e^te ®(eic^ung gebt 
aber in Pdy+Qdx=o aber/ menn man Rdc=o fe$t» JDie an« biefer 
S$eb{ngnngdg{eic(»ung abgeleiteten SBertbe ^on c oerwanbeln babet 
£=0 in eine ®(eic|>nng s=0/ ml<i)t ber gegebenen iDiferentialgUt^ 
cl^nng y=o Genüge (eiflet. 93etrad(>ten »ir itt}t bie verfd^iebenen 
UmüAnbe n&^er/ loetd^e bie ®Iei4inng Rdc=o barbieten fann. 

1, dc==o gibt c= iSonflante; bie ^nnftion bleibt mithin ttn^ 
gejinbert. 

2« iDie GUic^nng R=o meitft bem c einen eonfianten^ beflimm^ 
ttn Sßert^ p: f=:0 iü aMbann ein befonbere« integral/ merc^e« 
man babnrc^ erlangt/ lai man in bem ooOftSnbigen integral ber 
mtatn^rlicffen Sonflante ienen Sffiert^ von c beilegt: biefer in Um 
vor^erge^enben begriffene %aU bietet nid^t« weiter Sdmttlinimu 
t^ti bar« 
iL 8b« 31. ettcb. ^^ 
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s« R=ro entWt Uin c nte^t/ mcnit ioldfti in f=o nttr auf Ut 
crflcti ^otett) porfommt; in biefem ^aOe flenitgt R=:0 i^ott feI6^ ber 
®t<ic(iun0 y=o. 3)<nn im ^orUefienben ^aUe (at man (=o von ber 
Som u+cR=o: Uintdf entfielt aNt/ wenn man c an« bet (entern 
®Ici(tittnfl unb feinem 3)ifferentia( du+cdR=o eliminirt: 

V=Rdü— UdR=0, 

»etiler Oleid^nng/ wie man leidet fielet/ R=o Genüge t^nt a)a a(er 
Me 0Ui*ttn0 ü+cR=o anf bie fform— +R=o getraut/ inR=o 

c 

übergebt/ menn c nnenblic^ grog mirb; fo ifi bic ®(eicl^nng R=o 
mtr aW ein aefonbered 3ntegra( {u betractiten/ mel(|>e( bem c=: 
tinenb(i4i grog entfpric^t. 

df 

4. 3fm ^tOgemeinen merben bie m^ ^=^0 ~^ ^abgeleiteten 

Sßertbe t)on c ^unftionen von x unb jr nnb {»ar fo befc^afen fei»/ 
baf bie an« ibrer enbflitntion in f=o refultirenbe ®Uic^ung 8=0 
bie gegebene S)ifferentta(gietcbnng y=o auf(8«t. S)iefe ®Ieicbnng 
8=0/ melcbe feine »iafübrlicbe Sonflante mebr entbait nnb obne in 
Um voOft^nbigen ^ntegrat f=o bec gegebenen S)ifferentialg(ei(|>nng 
y=ao begriffen tn fein/ ibr benno^i genagt/ beiSt eine befonbere 
Wttflüfung betreiben. 

9(nmerfnngen: i. 9lni bem ®efagten ergibt itcb fofon foU 
genbe SKegel/ nm bie befonbere SluflSfung einer gegebenen iDif^ 
f erentialgleicbnng )tt erbalten / »enn man beren voOflSnbige« 
Sfntegral fennt: Stan bifferentiirt biefed integral blo0 in 
Se^ng anf bie barin vorfommenbe miattlbrlicbe Sonüante nnb e(i> 
minirt bann gebacbte ISonitante ^wifcben bem gefnnbenen S>if-' 
ferentia(eoef|tcienten nnb bem oorliegenben integral. S>ai 
Slefnltat ifi eine befonbere Sinflöfung ber gegebenen S)ifferett^ 
tialgleicbnng/ in fofern ti nicbt burd^ einen befonbern/ bem c 
beigelegten Sßertb Mi bem «oOflfinbigen Sntegrat abgeUiue 
»erben tann. 

2, eint anbete ®attnng von befonbern $(nfliffnngen einer gc* 
gegebenen S)ifferentialg(eid^ttng Mdy + Ndx=o finb bie $at- 
toren berfelben/ metcbe/ bie 3)ifferentia(e dx nnb äj nic^t 
mebr entbaltenb/ ber StnO gleicb gefegt/ SKelationen )»if(ftett 
X nnb 7 anfiteKen/ ntlöit ber vorgelegten 3)ifferentialgtei(|>tiiia 
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gcttugett« 9Ratt (cfommt bicfe 9(rt i^on ^tuflöfungeit babur^i/ 
ba0 man ben gcmcinfc^aftHct^en Steiler jtoifctiett M uttb N fttd^t 

9$ c { f 9 i c I c : 1. (SUtninitt man bie (^onftattte c iwüc^tn Ut ur# 
fptffittfiHc^en ©Id^ttttg f—2cj+xh=c^ unl ijrer 5)eriDirten/ fo er- 
(^S(t man; 

S)ic primitive ßteid^ung nac(f c bifcrcntiirt nnb iutdf de bit^i^ 
birt/ fiibt c=— 7* S)urcb Gnbilitution bief<< Sßertbed in bad voO" 
jlÄttblgc ^ntcflral befommt man x^+2y^=o, mldni SRefnrtat/ »fc 
man it4i leicht überirngen fann/ nnfcrer 2)iffercntialoIeicbung genitgt/ 
obf4i0n e< (n beren integral nid(>r begrifen ifl. 

2. Sbenfo gibt bie Stimination t)on c }mifcben ber ®(c{4inng 
x2_2cj~b— c^=o nnb tbrer ©eripirten ba« SRcfnltat: 

y'2(x8-b)— 2xy^y=x2. 

3)ie 3)iffcrentiation in 93e|ng auf c aUein gibt c=:— j/ »obnrc^ 
fi((f bie nrfprflnglict^e Slei^inng in x2+7^=b pcru^anbelt/ toM eine f>u 
fonbere Sinflöfnng nnferer S)ifcrentialg(ei(bung ift« 

3. y=x+(c— i)2^x gibt R=2(c— i)r», »orantf c=l. S)ie 
biefem Sßertbe entfpyecbenbe ®(ci((^ung y=x bilbet feine befonbere 
$(ttfli>rnng/ fonbern iloi ein befonbere« integral* 

4. S)le ®Ieicbttng y2+x2=2cx gibt r=2x=0/ toai ein bem 
c= nnenblictf grog entfprecbenbe«/ befonbere^ integral anzeigt. 

$• 185. ^olgenbe 93emerfnngen fieben (ier ganj an ibremCrt: 

1. 3)ie befonberen SfuflSfungen mfifen mit eben fo biet 6org^ 
fa(t ali bie boOfljInbigen integrale gefuc^t werben / »eil ite bie tU 
gentHcbe 9(nflöfung Ui Problem« entbalten fbnnen/ bad jur S)iffe^ 
rentialgteicbnng gefiibrt/ »elcbe man }n integriren batte* 

df 

2« $>a bie ®Iei4inng ^=o ^i^ S&ebingnng andbriicft/ bai 

f(x/y/ c)=o gleicbe Sßnriern in SSejug auf c i^abe; fo wirb/ »enn 
man }tt)if4ien ber bie befonbere ^(ttflüfnng entbaltenben Sleic^nng nnb 
bem boOflänbigen integral x obery eliminirt/ Hi baran« entfpringenbe 
Slefultat gUid^e ^aftoren befommen. 0o t^erwanbett ft4> itt bem 
cvfteo ber bicr oben angefahrten 93eifpie(e bie vorgelegte ®rei((nng/ 
mnn man x«=— 2y2 fe$t/ in: 

y2+2cy+c2=Cy+c)«=:0, 

16* 
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3. SBegeii Ut SBiOfüdrlic^fcit Ut (Sonflante c fantt man lai 
^oUUniifit Sfntegral anfet^ett/ at< fleOe ti dne unetibHc^e 9(n}a{i( t)on 
Stttfven bat/ n)e((|^e bnrc^ toen Parameter c ^on einander unterfc^ie.' 
Un fiitb« Segt man mitl^in Um c aOe mögUd^en SSertde bei/ fo 
werben ftc6 bie anf einanber folgenben IMnten je )U)et in einer Steige 
von $ttnften treffen/ beren emim eine Snrve bilben mirb/ me(d(>e 
bie erflern fämmtitd!^ berübrt« 93ei jeber ber Ie$tgebac^ten Q^uri^en 
ifl c bttrd(>and eonüont/ »ädrenb ci bei ber berübrcnben Snrve eine 
Snnftion ber d^oorbinaten Ui ajertü^rnnstfpnnfte« i9. S)a nnn in 
biefen $nnften y^ benfelben SBert^ fnr bie berübrten Kurven/ »ie 
für bie 93ernbrenbe bat; fo mu^ y^ benfe(ben SSertb befommen/ mag 
man c eonjlant ober «variabel in f(x/ z, c)=o betrad^tcn. SUminirt 

man bal^er c jwifclfen r=o nnb^=0/ fo »irb bie baran« tnu 

fte^enbe ®Ieid&nng/ »ercf^ebie befonbere 9(tt{l9fnng abgibt/ ber ^nroe 
angeboren/ bie aOe in bem aQgemeinen ^nttixal ent(a(tenen Kurven 
berührt. 

4. S)enft man ftc^ antf ber ©Uidfunn ((x, y, c)=o ben 9Bert^ 
c=gt>(x/ y) gefuc^t unb benfelben tlatt c in f(x/ y/ c)=o juröd fnb^ 
flitttirt ; fo mirb bad Slefnltat/ fo »ie jebe nac^ x ober y baran« ab.- 
geleitete S)erioirte/ mit ^)x^ ibentifd^ fein* 9Ran l^at biernad^: 

df df de ^ ... df . df de ^ .^ 

di+dS-di= ^«»»^ d7-^-d^-d^=^^»^f«»«*^ 

dc__df .df . ££__![ . ^ 
dx dx * de dy dy * de' 

3)a nnn/ »ie mir gefeben/ fnr eine befonbere 9(ttfl3fnng ber 
«ntfbrncf ^=o fein mnS; fo loerben im vorliegenben ^aOe bie 9fttg^ 

brfi((e ^ nnb ^ nnenblicl^. Diefe ben befonbern $(u{Iöfnngen }«# 

(ommenbe Sigenfc^aft bietet i\vi 9RitteI bar/ biefetben {n erbaltm. 
S>a0 Umgefebrte finbet iebocl^ nicbt notbmenbig flatt/ b. b- jene 9lc# 

lationen/ für weK^e bie 9(ntfbrii((e ^ nnb ^ nnenblid^ merben/ fnbteii 

nid^t not^menbig befonbere 9lnfl9fttngen bcrbei« SRan muS 04 ba^cr 
verfic^ern/ ob bie gefnnbene SKeiation mit ber vrimitioen OUie^fitng 
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f=o (ombittitt/ nic^t für c dnen conftatsten 9Bert^ (iefctt; gefc^Ul^t 
ii<h f^ (^At man nur dn brfontered 3oteflraL 

«tt« bent jweiten Ut obigen JBdfpteU x2-.2cy— c'-^— b=o crJSft 

2)it ©rtld&anö x2+y2_i,^ ,„(((^( j>{tfj„ gjj,,^^ ttn(ntiHcl& m^^tr 
ifl in ber S^at/ mit »ir fc^on stfun^cn) eint (cfontere ^dtpfunj. 

5. ^i( @sift<ns ^<t (efottltrn $(n|li>fun9<ii itl sun£c|»il att ^U 

S3(biitprtd fidnäpft/ baf Uv Mi B= — =0 für c scfnnbtne 'Bm1> 

nic^t (onftant wiirb; (d bavf a((r anc^ c/ wenn ti (lify id^en ali 
^unftion von x «nb y ffttattiitütf m<f)t fo befcfiaffcn fein/ bag man 
bnrc^ i^re Kombination mit f(x/ y/ c)=o }u tincm ^üiitudt d<» 
langt/ ber auc^ erhalten werben tmu/ inbm man bem c in i==o 
einen f(^ic((ic^en eonflanten SBert^ beiUst. 

»elfpiele: 1. gär (x^+y^— bXy«-2cy)+(x2-b)o2=o 
befommt man: R=— yCx^+y^— b)+(x2_b)c=0/ woran«: 
.- yCx'+y'-b) 

tiefer SEBert^ für c in bie erfle ©teic^ung fnbflitnirt/ gibt: 
y»(y2+x«-b)=o, 
mi^ti 9t(fultat man auc^ unmittelbar Mi ber gegebenen ®(eic^ung 
ableitet/ wenn man barin c=o fe$t; baffelbe bilbet ba^er feine be- 
fonbere «nfföfung/ fonbern blotf ein befonbere« Sntegrat ber bnrclf 
bie d^Iimination von c tum SBorfctiein (ommenben ^iferentiaigreiclrnng. 

2. gur y=x+(c— i)«(c— x)2 M man: 

R=(c— x)(c— 1) (2c - X— 1)=0. 

!j)em c = i entfpric^t ba« befonbere 3ntegrat )=x; SCe^nlit^e» 
liefert c=x, obfc^on c wrSnberti* ijl. ©nblic^ gibt c=|(x + i) 
bie befonbere ^tttflöfung. 

6. W fei z ber integrirenbe gaftor »on y'H-K=0/ fo bag 
ziy' + U)=o=9>' Hi »oüilänbige S)i(Feretttiat wn g>(\,j)=c ijl. 2)a 
In biefer ©leic^nng bie befonbere Mnflöfttng s=o ni4t entbatten 
fein barf / fo barf bie gnnftion «i>(x/ y) bnr* bie «nbHitution be» 
Mi S=o gewonnenen SSertJe« y=i/'x nie^it «uf eine beftänbige ©röfe 
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Hiucitt mtUn; ti tann aifo iutdt y=V;x Ui 2)iffcrcittia( g)' ober 
z()^+K) ttic^t }um SJerfc^tDittbcn gebracht mtUn, roüiuni y^+K 
taburcd auf 9Iua uiucixi mti; Inti^ W itionUxt 9(uflSfuti9 tx^ 
(^£It ial^tt t>tx Saftor z bte 9ltta itn 9l<titier/ Hmii z(y'+K; fo beut 
fßerfd^tpinben entse(»e. $(crau< folgt/ \>ai aUt ^aftorett/ »e(d^e g^ 
eignet finb/ Me vorgelegte iDifcrttitialgrcid^ttttg integrabet {u macdeii/ 
lutci \>U befotiberen 9(ufiöfutigen iiiienlli(^ toerbeti ; oter Dielme^r 
eitte iDifferentialgleictiung lägt fid) iutd eitte paflfettbe 3;raitilfortnatioti 
iergeflaft {itbereiten/ ia$ i^re befotitere Slu^üfung altf ^attot 
Uuuittitu 

§. 186. S){e (ier t)orgetragetie 3Retbobe stir S$efl(mmtiiig ber 
befotibertt Stuflöfungett einer gegebenen S)tiferentia(gleic6ttng fe$r Me 
Kenntnis M aOgemeinen ^ntegraltf ober boc^ Ui (ntegrtrenben ^aU 
toxi ^oxMi. 9Bie man aber bie befonbere $(ttflofttttg einer S)iffereii# 
tialgleicbnng/ menn fte eine foIdS^e )u{ä$t/ ofine biefe i^ti(f<nittte( mi 
i^x fe(bfl b^rleiten (önne^ motten mir ie^t nnterfud^en. 

ei fei betfbalb y=x ein iSert^ / ivelct^er einer gegebenen S)i^ 
ferentialg(eid(>ttng y^=FCx/y) genügt. S)ie $rage ift alfO/ mie man 
finbet/ ob 7=X/ loo x feine miUfnbrricbe ISonflante ent^ült/ eine 
iefonbere Siuflöfnng ober ein befonbere« 3ntegra( ifi. nimmt man 
an/ baö y=V'(x/ 1) ba« »oOftfinbige 3f«tegral i>on y'=F(x, y) bar# 
bietet/ mobei k bie tt)iafu|»r(i(t^e Sonflante bejeicbnet; fo mirb ite^/ 
faO« biefetf integral ben Sludbrucf y = x in fic^ fait/ V^Cx/k) itt 
X i^ermanbeln/ menn man ber tDiOlubrlic^en Sonflante einen gc^ 
Wrigen SSertb b beilegt/ o^er ber Unterfc^ieb V^Cx/k)— X auf 9lita 
rebneiren/ menn k=b. $ieraud folgt: 

l/;(x,l*)-Xr=(k-b)"Z, 

mo ber Deponent m pofttio 19 nnb z eine^nnftion t)onx nnb a beiei^net/ 
meiere meber StnO/ nod^ unenblicli für k=b mirb. S)ie ISonflante 
(k— b> Inxd) c barflettenbr f^aitn mir bemnad^ für Ui Dottüinbige 
Sfntegral »on y'=F(x, y) ben SJuöbrurf y=x+cz. ©nbHitniren mir 
biefen SSert^ »on y in bie gegebene ©ifferentiaJgleicftnng y'=F(x/ y), 
fo mirb bie baraud entfpringenbe SRetation: 

X'+cz'=F(x, X+cz) 

ibentife^ merben muffen. 9lnn bat aber einerfeitt bie f ntmieflong 
von z MO) fleigenben potenten von c bie ^ormt 

z=K+Ac*+Bc'» ♦ ♦ • / 
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m bic egponentcn a/ b « « « pofiiiv unb bic ^iinltioneo K/ A/ B ««« 

Xnbercrfeittf mug aber bie (Snmidmi t)on F(z/ x+cz) ttadft 
ftciflcnben potenten ^on cz Sbnlicl&erwnfc: 

F(x/ X)+Mc»z»+Nc» z» + . . • 

fettt/ tt)o b{< (Scponenteti m/ n . « « j^ofuit) iinb bie ^otfflcimtn 
M/ N . « . befannte Sunt Honett 9ott x fittb. 3nbettt toit bicr fär z feitte 
flleidgfgelteiibe (EttttDicftttng fe^en/ befottttttett toit/ tDe(( x^=F(x/X){|i: 
R'c + A'c»+» + • ♦ • = Mc°» CK+Ac* + • . 0° + Nc* (K+Ac* .•.)«* + !(, 

90 fragt fi4i je^t/ ob c< tttSglictf {#/ z ober t)ielmebr bie Soef« 
fidetttett A/ b , . » / tveld&e ^tinftiotien 9ott x fitib/ unb bie erü^ett 
a/ b , « « bergeflalt att befiimmett/ bag biefe ®lei(bttng ibentifc^ iDerbe; 
flebt bietf tticbt ati/ fo ifl y=x eine befottbere ^(u^öfttttg/ itn m^ 
fleaettgefe^ten ^aUt aber eitt befottbere« ^nttml 

9Bir baben brei ^&üt {tt ttnterfcbeibett ; 

1. ssettit m>i/ fo fittbet fi(b für ba< 9lieb K^c (eitt ettu 
f^red&ettbe«/ «rtt e» ju tilgen: »ir fe$en baber K'=0/ »orand K=const. 
S^rner ifla+i=ra, a'=mk°; e« folgt barau« a=m— i tt. A=/MK»dx, 
itnb fo mit ben übrigen ®Iiebern. 3)ie Sfbentitäi l&^t (idf bemnac^ 
bier immer }tt 6tanbe bringen; 7=x ifl mitbin ein befonbere« 
integral. 

2. gar m=i ifnbet Hi 9lSm(icbe fiatt; benn fe$t man K^=mH/ 
fo befommt man IK=/Mdx« et ift bierauf teicbt/ bie beiben SbeiU 
|it orbnen nnb bie cntfprecbenben Soefücientett ttnb ^Kponenten ®(ieb 
ffir eiieb mit einanber }n i^ergleid^en ; auf biefe ®eifc »erben bie 
f Kponenten a/ b ... ttnb bie Soeffietenten K^ A/ b . « . befHmmt. 

s. Stan ftttbet/ wenn in<i, für ba« ©lieb Mc»K" fein ©lieb 
anf ber linfen 6eite/ matf itcb mit ibm vergreicben Ut^tf mit ia^ 
felbft fein c mit einem egponenten/ ber f (einer ali i mSre/ ^orban^ 
bcn ifl* $er verlangten 3bentitSt auf irgenb eine SS^eife }tt genfigen/ 
ifl baber nicbt mebr möglicb/ »eil K nicbt 9tua fein fann; bie @UU 
ctting y=x ift folgticb eine befonbere 9(nfl3fung. 

$.187. hieran« folgt ein SBerfabren / bie befonbere SlufIKfung 
einer gegebenen 3)ifferentialgtei(^nttg von ber erflen Crbnung/ obne 



y'= 
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Uttn ^oüUniiiti Sntcgral )tt fennett/ unmitttliat aM t^t felbft 
(^erjuUiten* ©cn» f<ft man x+cz flatt y In FC», y), fo mitb für 
ni<i (ie dnmdiunc^ Md^ Um Zar^lor'idun £e(rfa$c imidtn Itm 
ttftm uni {weiten ®(iebe mangelt^aft / b« 1^« 7=:X i^ eine befon^erc 
$(n{iöfuna/ »enn W fDerioirte t)on F(x/y) in 93etn0 auf y nnenMic^ 
fltog wirb (§• 43), Un> nrngefet^rt/ ein ®ert^ y = X/ »elcfter Mc 

dF 

gecjebene ©üferentialflleicftttn« y'=F(x, y) tefrlebigt nnb ^ nnenbli* 

mac^t/ ifi eine (efonbere 9(ttflSfung berfelben/ weil er bie gntwicKting 
oon F(x, x + cz) anf Die gornt x'+Mc»K» ♦ . . Jrtngt/ wo in<i» 

dF dy' ff 

S)ie »eblngung j" »»* ^ ~^ "*^*^ ^^^^ ^^^ cigentW«* 
liefen ^Hvatitt ber (efonbetn «nflSfnngen an4; bamit fte in erfftOnng 
iif)t f m\x% bie ^unftion T, wenn üe algebraifc^ \% ein SBnrielieic^co 
enthalten/ watf bnrc^ bie 9(nna()me 7=x oerfc^winbet ($. 46). 

3n bem »weiten 93eif|^iele Ui §. 184 ^at man fo bie ®(ei(4ttngeti: 
[y+rCx^+v^-b)] dy/ i_(',.__JL ^. 

x2_b ' dy — x«-b V ^ — r (y* + ^'— b)y • 

nnb in ber Söot ma*t bie tefonbere «nffofong y2=b— x^ ben regten 
93rn($ nnenb(id!^ gro^. 

§« 188. Um a(fo bie (efonbere 9(ttflöfttng o^ne i^firfe be( aOge^ 
meinen 3tttegta(d p erhalten/ (raucht vxm (lod ben SEBert^ ^^^^ 
)tt fnd&en nnb benfelben nnenblic^ grog jn mac^^en/ b* ^. wofern 
^^ = ^ iff, T=o ober u=oo ju fe^en. 3)ie biefen ®ret*nngen nidS>t 

gemeinfc^afrlic^i ange^örigen ^aftoren/ welche bie gegebene $>iferen' 
tialgleid&ung y'=F(x, y) befriebigett/ werben allein bie befonbern 
9(tt|Iöfnngen ber Untern feim* 

gär y'=:aCy— n)k j^Q^X man -^ =ak(y— n)*-^ 

SDiefer 9(u«bru(f fann nnr bann nnenblidgf gro$ werben / wenn 
li<i nnb jugleicö }=n/ weiter le^tere SSertb bie vorgelegte ®ret* 
(K^ung blo« befriebigt/ wenn k pofitib ifl. 3n biefem gaOe ijl y=o 
tint befonbere Stuflöfung j)on y'=a(y— n)* , beffen »oDjlfinbige« 3tt# 

tcgraJ \j^ =ax+c ijl. 



Üpn htn bcfottbetn ünfliiun^ttt, SM 

$. 180« üDU ^(nmenbung nnUtti itWal^ci ttmUti e< nic^t 
lutd)Mif U^ man W !DifcrcntiaIfl(eic6ttng auf bie ^oxm 7^=F(x/y) 
Mmt. ^tnn »Cicid^net v=o iette mtidfum, m Y eine 9te(at{on 
jl»if(6cit x/ 7 «tito j^ bcbeotft; fo fattn man y^ ali eine bnrc^ Mefc 
Dilation itfUmmtt ^nntticn t)on x nnb y anfefien« 3)ad partieOe 
Differential i>on 7^ in S&eans anf 7 (tdi6t fid^ bann Mit 

jp=o ober j-=oo, wenn ^ nnenWi* flrog »erben foO» 

3fi bie ®Ieid&ttn8 y=:0 algebraifc^/ tational nnb gan} ; fo f&Ot 
bie (e$te Sebingnng meg. (So bleibt ar^bann nur nodfy y' {»if^icn 

dV 

y=0 nnb •^,=^ V^ etiminiren übrig* 2)abei bat man äbrigen« nnr 

dV 

biejienigen Saftoren bon — =0 ju nehmen/ bie ti nic^t }ngteic(^ oon 

SRan »irb auf biefe SSeife nur biejenigen befonbern Siuflöfnngen 
fennen lernen/ in meldten y erfcbeint; aOein man wirb auc^ }u ben«* 
ienigen gelangen/ in meteben nur x vorfommt/ menn man in 93e}ttg 
auf X tin fibti(i(be< SXaifonnement anfleOt* 

$(nmer(ung. S)iferentiirtmanbie®leicl^nngy=0/ fol^atman: 

dV , , dv, j. dv , , ^ 

_d,+_dy+ _dy/=0. 
dV 

Die befonbere 9(ujlöfnng liefert ^=0/ mitbin mnf anc^ 

dv dV 

^ dx + ^ dy oerfcbwinben, S>a« Äennjei^ien ber befonbern 
$(nfl9fnng bon Y=o tfigt ftd^ bemnadgf fo audbrücfeu/ inbem 

dy^ d^ 

man fagt/ e« »erbe bnpdSf biefelbe bie Deribirte 57 = 5^/ 

»ie üe an« ber Differentiation ber @(ei4inng y=o entfielet/ 

auf bie 5orm-~ gebracht. 

Um a(fo bie befonbere $(n{Iiifttng einer gegebenen Differential^ 
gUi(|>ong bott ber erfien Orbnnng in ftnben/ fuc^e man bie 



2ttO sßon best htf9nbttn Xttflifsittocit. 

^ttMttt y'' ttnb fc$e fic glci* -~; man bcfommt fo |wei 

®(ei((tin8ctt ttt>ifc|ien x/ y ttnb yO »cldi^c bnrc^ bie (SiimU 
nation i>on y^ mit Ut ^omttiun tmd ncne SUic^nngen in 
X nnb 7 liefern merben. 9&eft(en biefe nnt einen semeinfameti 
^altotf fo ifl berfelbe bie (efonbere S(njlöfung Uv degebenen 
S)tfetfential9(ei((iung* 
©a« jwelte »eifplel im J. 184 y'2(x2-b)— 2xyy'-x2=o 
(>at anr ©erivirten 2y'^[Cx2— b)y'— xy]— 2(yy^+x)=o; 

woran« y^'= ,^ /^'"t' — -• 

y'(x«— b)— xy 

©ejt man yy' + x=o nnb y^(x2— b)— xy=o, nnb elimlnirt 
Unn f mitteilt biefer eieic^nngen mi Ut oorgetesten/ fo 
bef ommt man Hi Reiben biefette Cnböreicjfnna x«(y2+x^— b)=0/ 
melclie »ir in ber s;^at fdgfon ali eine (efonbere Siuilüfnng er^ 
(annt haften. 

§« 190. 3)a« im vorigen Paragraphen fl3orgetragene »oKen wir 
no(^ anf folgenbe 9$eifpiele anwenben: 

1. $(n« Cx2_2y2)y/«_4xyy'— x«=o entfielt bnrcli Differentiation : 

dV 
^,=(x«-2y2)y/-2xy=0. 

3)ttr(9 bie Siimination oon y' ttoifc^en biefen Reiben ®(ei(tittngen 
finbet man bie befonbere Sfuflöfung x2+2j^=o. 

2. $(nd xcix + ydy=dy;^(x2+y«_c2), ober/ »entt man ba« 
SBttrjetjei^ien »egf^afft/ an« x2+2xyy^+y'2(c«— x2)=:o erfolgt bnr* 
S)iferent{ation in S5eittg anf y^ bie (SUidtnnii 

xy+y/(c"— xO=o. 

3nbemman y^ iwifd^en ben beiben t)or(fergebenben Sleictinngen 
tliminittf ergibt fl* bie befonbere 3(nfli)fnng x2+y»=c2, 

3. 5fir ydx— xdy=»f^(dx«+dy") jtttbet matt: 

y2-.a^«=2xyy'+y'2Ca«— x2) , 

woran«/ mnn man y' mitteld ber ©Uid^nng xy=y^(i^2_a2) eUmi* 
ttirtr man in ber befonbern «njlöfnng x2+y2=a2 gelangt. 

4. 93e^anbetn wir je$t bie allgemeinere ®{eic|ittng y=xy^+Ti 
anf biefelbe SBeife/ wo T^ eine beliebige %nnUicn bon y^ ifl; fo 
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i^a^ert »ir x+ jy==o, lüle befonbern «iiflüftttifleri cntfprirtgcti bajcr 

ait< ber eiimination von y^ tmifd^co bufcr (entern ttnb bcr mtitntn 
S>ifcrentialsle{d&unfl. S)et frati)8fif(^e aRat^ematifer ^laitant mt 
Ut crflc / »cWcr auf ixt ©Ici^ungen }=:xy'+Yi <« SRurfjic&t attf 
ii^rc befonbcre 9(itfl$futt0 aufmcrtfam macf^tc. 

$. 191. Sßeil fic^ o^ne 9»ei^tilfe be« t^oafl&nbiflcn integral« 
einer degebenett S^iferentialgleic^itiiS y=o He (efonberti VttflSfttnfleii 
berfe((eti fittben (aiTett/ für welcf^e Ut lU i^orgclegte ®(eic^ttnfl in«' 
UitltHt m^(S)inU %attot z ttnenblidSi mirb ; fo fanti man 9fter< bnrd^ 
analQtifc^e ^nnflgriife tiefen ^aftor z finben« Sin S$eifpiel toirb 
l^inreicf^enb fein/ )n teilen/ worauf ti bei bergleicf^en S3erfabren an«» 
Ummt. 3)a4 britte ber vor^ergebenben S$eifpiele/ für mldtti bie 
befottbere Stufläfung x«+y«— a^=o gefnnben »nrbe/ gibt in »ejng 
auf y' anfgelöJtj * 

weld&er ©Uicfinng offenbar bur* x^a2z=o Genüge gefc^iebt. ffllan 
t)erfttcf^t/ ob ber ^aftor z von ber ^orm; 

(x2— a2)»(y2+x2— a2)« , 

wo m nnb n nnbeflimmt ünb / fein (Snne. $n biefem SBebnf mnU 
tiplieirt man mit ber legten ^ünttion bie i^orflebenbe ®Ieic(^ttng/ 
nnb fe^t bann bie im §. 177 aufgefleUte 3fntegrabtUtät«bebingttng (i) 
an. 5)a biefelbe befriebigt »irb/ wenn man ni=— i nnb n=—i 
nimmt; fo ift: 

(x«-a2)-'(y«+x2-a«)-4 

ber integrirenbe f aftor ber gegebenen 2)ifferentia(glei(fittng. 

9(nmerfnng. 3>ieienigen Sefer/ ueld(»e bie intereffante Sebre 
t)on ben befonbern Xnflilfnngen / fo wie anbere« t» ber 3fn^ 
tegrarrecf^nnng ®ebörige< noc^ anffübrlic^er ftnbiren woOeo/ 
mweifen mir auf na((>#ebenbe SBerfe: 

1. @nUr'« ooaflSnbige Anleitung tnr Integralrechnung. 9(n< 
bem Sateinifc^en in'« iDentfc^e iiberfet^t t)on % Gatomon. 

2. Traite du calcul differentiel et integral, par Lacroix. 3toU 

3. M^moires de l'aGademie de Paris. 



4. Le Journal de Tecole polytecbnique. 

5. Le^ons sur le caicul des fonctions, par Lagrange, ^ti'i 

S)eurfc^f übertragen ^on SreUc. 

6. Exercices de caicul integral, par Legen dre. 

7. 9(6(anb{ungen (er a^erltner WaUmit. 

8. ^tttU'i Journal ffit reine tinb angetoanbre 3)tat^emattt. 

S3on ben iDiffetentiaUI^idSrnttgen ber erflen Orbnnng/ 
in welcl^et bie ^Differentiale ben erflen ®rab nitt^ 
fleigem 

{. 192. SBir tDoOen mi Jie^t mit ber Integration ber 2)ifferett^ 
tialgreid^ung F(x, 7, y^, y'^ . . . y'» )=:o bef*Sftigen/ welche baburd^ 
entftanben ift/ bag man eine snr nten potent erhobene Sonilante c 
an« ber nrfprünglicben ®Ieic6ung nnb i^rer nnmittelbaren iDerivirten 
eliminirt ffat. &ttUtn toit ben au< ber nrfprtingli(6en Oleic^nng 
entnommenen SBert^ biefer gonjlante bnrcft c=u]p(x, y) bar / fo wirb 
bie ©eriuirte y' nnr anf ber erften ^otenj in ber ©leid&nng gp'(x,y)=o 
Dorfommen/ au« wetd^er fid^ y/=x ergibt/ m x eine irrationale 
^nnftion t^on x nnb y it^tii^ntt S>a nun burc6 $oten}irnngen biefe 
Irrationalität t)erf(^n)inbet nnb bie gegebene ®(eic^nng F=o wieber 
jum Borfcfteitt fommt; fo wirb y^— x ein ^aftor von Ffein- ßätft 
man bemnad^ unfere ®(etd>ung in 95e)ug auf f auf/ fo er^Srt 
man ein 69fi<m ^on S)if erentialgleic^nngen Ui eriten ®rabe$/ nSmlid^: 
y/_x=o, y/-x,=o • . , / 

wel<(e man nad^ ben ^vorgetragenen Siegeln tu integriren fnd^en mng/ 
weil bie 3>iferentiale in i^nen nnr auf bem erflen ®rabe erfd^einen. 
einb P=0/ Q=o, R=o . . . 

bie auf biefe 9(rt gefunbenen integrale/ fo wirb lebe« einzelne wie 
andSi lai ^robnft einer beliebigen XntabI berfelben ber gegebenen 
3)if erentia(glei(^ung / mldtt mit: 

(y/-X)(y/-Xi) ... =0 

gleicf^bebeutenb ift/ genügen; bennbie S)eri0irte von PQR...(i)=oiil: 

P'QR . . • +PQ'R . . . +PQR^ . . • + K- =0/ 

welche ofenbar für p = o verfc^winbet S)affelbe gilt/ wenn man 
irgenb einen anbern ^aftor ber ®(ei4ttng (1) gteic^ 9lua fe(t. 



S5«ifi>i<U: i. ««« yy'«+2xy/=y, )U^t ma«: 

i^itrantf folgt/ n)(i( ^er crflt Streit W ^aMtu »ont 

2. $(tt« y/2_ax=o ergibt f»(^ y'=±r«»; Hit^in imd)'i 3«- 

tesfircn y=Jifa^x^+c. £{igt man (ad SSttr)(()(i(^eit oerftt^toinbtii/ 
fo fomtttt: 

(y_c)2=J a:i». 

§. 193. S)if ^i» vordftrascne SRet^obt tu ^an} aagemctii/ nur 
ijl ft( aOMi 6(t)wi(rifl(dten ntiKrtoorfett/ »c(4( iU ^upfuttg t(r 
0Ui*ttnj)fn mit ft« fü^rt. 3» tlnietncti gfSacn mt fit^ Jelio* 
bicfe «uflöfutifl mit^tn, wie wir an folfltnbcn 95«ifj>UUn f«^<n 
werten. 

1. $ommt in Ut vorgefesten 3)iferentia(d((i(&ttnd nntr j' unl 
X »or/ nnD ijl fu Weiter in SJejttfl anf x a{0 auf >' aufjulöfen; fo 
Wirt man barau« x futt)en unb eint ©Uic^nna x=Fy' erhalten, «n« 
dy=y'dx folgt bann y=xy'-/xdy', ober/ wenn man ftatt x feinen 
SBertb Fy' ftßt; 

" ' ' * y=y'Fy'-/Fy'.dy'. 

ytad) (emerrfteOigter 3ntegration mirb man y' an« biefer @kU 

e^ttng ttttb ber vorgelegten etiminiren/ um ba« gefnc^te ^nttgui in 

ermatten. 

gör (i+y'2)x=i (at man; 

_ 1 _ y/ _ r df 

^y- T+Jä '7-1 +y/a J 1 + yr 

erwägt man/ bai ba« teute ©tttb =arc(tang=yO + c/ »nb 
eliminirt y'; fo (efommt man: 

y=r(x— X«)— arc ^t8ng = r ^) + c 

a» gefnc^te SntegralgUit^nng. 

«Snt^SIt bie i^ifferentialgleit^ttttg anüer j' iM w^ bie f&ttin» 
ber(i(^e y/ nnb ift üe teit^ter nac^ y aW nae^ y' anjIS^Nr; fo fann 
man anf fi^ntie^e %tt verfahren. 



t»4 Sott btn S){ffereiiliaIdIei(|^iin0eit ber ttfttn bthnnni k« 
2, 4)« Mc 0Ici*ttti8 bie 5orm x=F(y, yO / fo entfielet batattf : 

dx=:Rdj+Sdy', oUt (R— yOdy+Sdy'=0* 

Siege ftd^ biefe mtidfuu integrfreti/ fo ^Stre matt }mifc^ett 
y/ y^ otib einet miafut^rUdSien Sonflanten eine Stelatioo/ vermittelfl 
wc(c|ier man y^ ani Ut vorgelesten SUicf^ung eliminiren nnb Imit 
ba« gefttc^te 3nt^8i^<^I U^^n t'onntt. 

gßt y*y/2— axy'y'»— a=o f^at man: 

x=j: ^ 

2y' 2s^y^^ * 

dv 

S)iferentiitt man nnb fe$t -7 jlatt Ajl/ fo fommt: 



(y/dy+ydyO(l-^) = 0. 



Wimmt man ben 5aftor yMy+ydy'=:o unb intejrirt/ fo finbct 
man yy^=c; moranf bie Elimination oon y^ iwifcf^en biefer ttnb Ut 
vorgelegten ®{ei(^nng ium gefud(^ten 3ntegrat: 

y2-2cx — -5r=0 fö^tt. 
c 

etiminirt mm aitt y' jwifc^en 1 — ■:;|^=o unb ber gegeJcncit 
®leid(»iing/ fo txHH man bie (efonbere 9(uflüfung y^=27ax^ 

3fft bie ®Ieid^ttttg oon bet Jorm y = F(x, yO/ fo litfn man 
baran« dy=Pdx+Qdy^, ober »eil d)=y'dx iji: 

(P-_y/;dx+Qdy'=0; 

ba« »eitere S3erfa(ren ifl bann bem oorigen gant if^nü^. 

3. 9Benn bie S)iiferentialg(eic(ittng in 95e)ug auf x nnb y (omogm 
ift/ fo fe$e man y=z^; babnrcfi gebt x aui ber S)iferentialg(eicl&ttns 
gant »eg nnb e« (teibt nnr noc^ eine SRelation tt^ifc^en y^ nnb z. 
e» ifl aber offenbar y^dx=zdx+xdz, folgii*: 

^=y-^ nnb ix=y^^; betfgteic^en »egen: 

dz d(^z — yO j^ dy^ 

y' — 2 y' — z '"y'— z ' 

SRati (r^ült alfo/ j[( na(^b(m (4 Ui<i)ttt j' \m^ z, tUx z ^nrt^ 



wn z, mt> mitttlft Ui iwtim ^uUmdi (Ai eine ^nnftion von j\ 
S>i( Slimination oon z ober y' giH enb(i4» bte flefuc^te ^ntesraU 

$fir xdy— ydx=x^(dx2+dy2) ef^JKt tUM/ »<tm y=xz gef(|t Wirt/ 






— c 



3){e (^(imination von y^ }ioif(^<n ttefm (eiten &Uii^mi(n g{(t 
<>i<fa«f x'+y*— 2cx=o a(e gefu^jte« 3«t<flr«r. 

bttrc^ 3>iff(rciitiation: 

dy=y'dx + ^ x + j^Jdy', «btt/ »«8«« dy=y'dx 5 f x + j-j Jdy/=0, 

»cIcOt ®{({($ttod in ^i( ^(i^tn folflenbut icrfüat: 

S)i< i»<iK inmtitt/ flJ6t y'=c, f» »af y=cx+C ta< ö<ftt(ö« 
3ttt(gra( iü/ m c iaiHni&t btitit^ntt/ miu Fy' Ui Utitlhtn %n* 
M^mt wirb. S>U Slimination von y^ t»if(^(o ber tw(it(n ®(cic^tt»d 

x+T^=o ttnb Ht vovitUittn umt eine (efonbcre 9(iipfitn0 

ay' 

bet!f({(eii. 

©fe ®W(*»n8 ydx— xdy=ar(dx«+dy2) |. 95. ttntet bie 3forBi ; 
y=y/x+8r(H-y'*) «eJrac^t/ ffl^rt «nf: 

y/ = eltBbx+ ^J^y,,^ =0. 

S)i( erfle bicfer ©Uic^ungett gi^t Ui voaü^inbioe integral 
z=cx+ar(i + cO/ »fi^renb bie jweite bie aefonbete «nflilfnng 
z«+x2=a2 liefert. 

9(nm e rfn tt en: i. Sfl bie iDifFereotialgleic^nnd von ber Sfonit 

y=x9>y/+Fy', fo (at man: 

Cy'-g>)dx-x^ dy'= ^^ jy., p^«,; 



^M Sott bett wiUtüf^tUd^tn donHanttn tt. 

dx ^y!—-^i!—, 

eine ®Ieic&itnfl/ merdie nadSi §. 175 ju inugriten ifi. 

2« 6e^r (eic^t lüft iicfi bie Integration tet @(eicl&nng: 

F(y^ y'2 ^ ♦ • y'°)=.o 

(ewerffieaigen/ menn barin bie SSeränberlid^en x nnb 7 nid^t er^ 
fc^einen. 3)enn altfbann ift y^ eine eonflante ®röge/ folglich y=y^x+c 

unb y^= ^^. ÜJlan barf bajer nnr biefen SBert^ flatt y' in bie 

^vorgelegte ®(eic^ong fnbfiitniren/ um baf verlangte ^nttitai t« 
* erhalten. 

g^on ben »i((fii(r(ic(ien l^onftanten; von bet n^t^ 
rnngtfmeifen 9(uflöfung bet 3)ifferentiarg{eic6ttn' 
gen unb bet iDtetMbe/ biefeUen }tt (onütuitem 

$. 194. e« fei bie SJIacIaurinTc^e Steige: 
y==fx=fÖ+xf/o+ yp/o + K-/ 

»0 A)/ FO/ f^^o , • « bie eonfianten Berthe jinb / welche bie ^nn^ 
tionen fx/ Px, P^x . , . für x = o anntf^mtn. 3ft «w» eine ©if*» 
ferentialgletd^nng von bet erflen Orbnnng gegeben/ fo Uifen (idf 
batan« bnr* »iebet^olte Differentiationen bie ®ert(>e von y'^/ y''^ ♦.. 
aNeitett/ n^onacfi/ wenn man für f Un von ber gegebenen @Iei(|ittng 
batgebotenen SBert^ fubflttuirt / man aOe 3)ertvirten in ^nnttionen 
bet nrfvrungUc^en SBeränberlic^en anigebrficft ttf^ilt. Sfnbe« man 
bann in ben anf folcfie Sßeife gefnnbenen ^utfbrficfen x=o mac^i/ 
bem y=f entfprict^t/ »erben bie SBert^e von f'O, f'o . • . benimmt 
fein/ fo bag in nnfetet o&en fle(^enben Steige Mti (efannt ifi/ mit 
Vo^na^e von fo, toai tviafu|»t(id(» bleibt« 

eben fo mtUn füt eine gegebene 3)iffetentialg(ei(^nng von bet 
jtveiten Orbnnng y"/ y^'' • • • in Jnnftionen von x/ y nnb y^ anfgc^ 
btiicft/ fo baS/ wenn man bie Berthe x=0/ 7=fO ttnb f=l^o iit 
ttnfete Steige einfügte/ barin mu bttannt ifl/ bie beliebigen (Sotu 
üanten fö nnb f^o aufgenommen. 9(e^n(i(6e4 gilt fdt bie ®ifferett# 
tialgleic^nngen bet (ötietn Otbnnngen. 



epit htn willtiitlid^tn Sontanten u« 21S7 

®ufe 3ntegratioti9metMe(aiitimaiiiiic(itmc^r anmengen / »etiti 
fit x=o iic ^unttionen fx/ Px, Fx«. » tinentlic^ mcrbeti/ in mli^m 
SfaOe bic Olaclattrin'f^e %omtl anWitt iuiüfTifl itt feim 3Rati mürbe 
aliiann in Der £a«(orTc6en Steige x=a madiien/ mo a eine (elicbige 
3a(^( (ebencct/ bte in geiact^ten ^nnttionen jene Sßirfnnd tiidit (ier# 
vorbringt, i^ierbnrdii btt&mt man, mnn A/ a^ a^^ • . « bieienigen 
Sßert(^e 9on y nni von i(^ren S)ertoirten ftnb/ mldtt x=a entfprec^en: 
flCa+h)=A+A'h+iA''h«+ jA''ai»+ w., »orau« 

y=fx=A+A'(x— a)+ } A''(x-a)2+ xc, 

»ennmanb=:x— a madtu 

gian fie^t auf biefelbe ®e{fe/ wie vorhin/ ba§ in ber legten . 
Steige 9(ae< ittannt ifl / antfgenommen A, mnn bie gegebene 2>iffe^ 
rentia(g(eic(inng von ber erflen Orbnnng; antfgenommen A ttnb A^/ 
menn biefe ®(ei(|>ung von ber ttveiten Orbnung ifl; n f. to. 2Die 
®r9§e a/ melcl^e bie S3erSnberIic(^e x (ier einfül^rt/ »irb nid(^t t» 
ben tviOfubrlicficn Sonflanten gerechnet; baför tt)irV« ber Sßertb von 
A/ melclien y aUbann annimmt. 

9Cu« bem S3or(erge^enben ergibt jic^ nun ^olgenbe« : 

1. %üt iebe ittifcften )»ei fi3erJinber(idSien bejtebenbe iDiferen^ 
tia(glei4ttttg esiftirt ieberscit eine 9lei^e/ mldtt beren 3ntegra( ifl; 
e« m^t fidSi biefe SAeibe finben/ von ben 6(|^n)ierigfeiten abgefel^en/ 
»e((^e bie SAec^nung barbieten fann. 

2. 3)a9 Sfntcgrar beft^t ebenfovict miaffibrßd^e (Sonftanten/ 
aU bie Orbnung ber iDiferentialgleic^ung Sinbeiten entbält. Ob# 
fc^on biefer 6(tlug auf bie Sbeorie ber SReiben gegrünbet ift/ fo bat 
er boc^ bie gemünfc^te. SBoOfiSubigfeit / »eil Hebe SReibe ali gleicb« 
geltenbe Sutwicflung eine« enbUdSien ^niltnäti 7 = (x, in »eldbem 
ebenfovie{e miOtübrUct^e Sonflanten alt in berSleibe vorkommen/ an^ 
gefeben merben fann. 

3. 3febed tt)ie and^ immer gemonnene« Sfntegral wirb/ mofertt 
ti bie erforbcrlic^e Stnjabl miOfäbrlict^er Sonflanten entbfiu / bie nr^ 
fprfinglicbe ®(eicbttng einer gegebenen S)iferentialg(ei(t^ung fein/ onb 
iebe< anbere integral in ftdSi f(b(ie§en/ mldfti, bie namUcbe SCnjabl 
»iOfubrUcber Conffanten entba(tenb/ berfelbeo ebenfaO« genügen 
»ürbe. 

u. eb. 31 Bttcb. 17 



i 19S« asac^t matt li=— x itt; 

f (x+h)=y +)/ h+}y"h2. . . , 

(1) . . ♦ ft) =y — y' x+ iy'' x»- • . . , 

(2) , . . f^O =y' — y'' x+ iy///x2_ , _ , 

C3) . . , f/'0=y"— y"/x+}y»^x«— . . . tt. f- tt). 

^ituui cttttte^ittctt tvir ^olgettbe«: 

!• 3ttt daUt bie gcgcftctie 3)iifercitt{a(g(ei(6ttttg vott Ut ttfttn 
Orbttttng tfl/ Mm fic^ bie iDcrivirtcit y^ 7^^ • • * in Snnftioiteti 
9ott X ottb 7 att9brfic(<tt/ fo baS tttait in Ut %oxmti (t) ba« Sfn^ 
tegrat tefotttmt/ toentt mait baritt jeit< 9Bcrt(e fu^flituirt; fo fttUt 
batttt bic totaffl^rlic^e (Souftattte bar» 

2. 3(1 bie gcgcbctte iDifferentialgUidSittng t)ott bct t»<itctt Orb^ 
tittitg / fo er^Stt tttart bie S)cri9irtett y^^ y^'^ . • • itt Sfunftioncn 
9ott x/ y ttitb y^ auigcbrficft. 3ttb<itt tnatt batitt itt (1) uttb (2) 
fntfHtitirt/ Ut man ^mi ®Iei4ong<n itt x/ y uttb y^ beten 
üebe eitte toiatä^rlid^e (Sottfiattte ettt(^S{t; tttatt ttettttt biefe beiben 
®Utc6ttttgett f toelc^e toefetttIi((^ i)ott etnattber vetfc^iebett fittb/ 
bie etüeti 3tttegra(e ber gegebetiett 2)tferetitiaIgUicbitttg« 2)ic 
tttfprttttglidSie ®Ieid&ttttg ober Ui ttoeite integral ber 
gegebenett 2)iferentialg{eicbnng n^ttrbe man baber finbeu/ inbem man 
entn^eber bie ^erioirte y^ tmifcben ben beiben er#en integralen eti^ 
minirce/ ober anf einem anbern SBege eine enbtic^e Sletatioti {»ifc^en 
x unb y nnb tn^ei toiafii^rlic^en (Sonfianten indfU, toetc^e unferer 
S)iferentialg(eic^ung genögte. 

3. 2)iefe{ben S$etractitnngen (äffen fiä) anf ®(ei(bttngen boii 
ieber Orbnnng an<be(nen. @ine iDifferentialgteicbnng ber nten Oth^ 
nnng bat n erfie integrale oon ber (0— i)ten Orbnnng. SSSreii 
biefe n er#en 3ntegra(e befannt/ fo brancbt man nnr bie n— 1 2)e# 
rioirten y^ y" ♦ . . y""' §tt eliminiren/ nm bie nrfprfingttcbe &kU 
c^ung/ melcbe ber gegebenen S)iferentialg(eicbnng bon ber nten Crb^ 
nung entfpric^t/ jn erbalten. 

$( n m e r f n n g. Sine 2)ifferentialg(eic(^ttng ber tiSl^ern Orbnnng 
(ann neben i^rem aQgemeinen 3tttegra( nocb eine befonbere Uufil^ 
fnng tttlafTcn/ bie nic^t in bem aQgemeinen 3tttegra( entbalten ifi. 



Sott btn I9il(ffl(r(t4eit Sotitanteii ic. fitf9 
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— +a2x+b— 2ay=0/ 

WO a ttQb b miaffl^rlic^e Sonüanteti finb« 2)er t^orgelegteii 
S)iferctitial8Ui(^ttnd genügt aber aucl^ nod^ bie enMict^e Ste«- 
(adon y=iiL^+c, totl(it, la ^t in bem aDgemeinen ^ntt^ 
ml tiidt enthalten ifl/ eine (efonbere 9(ttfl9ftind nnfeter 
S>{ferentiaIgIeidSittng UtUu 

$. 196. SSenn eine gegebene 3)ifferentia(g(eicl&nng tnirc^ bie 
befannte SRittel niclit integtirt werten Imu, fo mnS man ba<3nte# 
gra( nSberungtfweife jn beliimmen fud^en. Sßie bie XaDlor'fd^e Sleitie 
ii(( bier anmenben tfifit/ (aben mir in Im SBorbergebenbeit gefeiten; 
fte iil Itiodi nid(»t immer geeignet/ ein gen&^erted integral fenneti 
)tt Urnen/ e« fei benm ba§ man }tt Sraniformationen feine Snfloc^t 
nimmt/ um bie ^nnftion in einen Snfianb in berfe^en/ ber il^re 
Sinmenbnng nnmittelbar gemattet. 

3m S^Q/ bag ba< 3ntegra( nietet mebr nad^ ganten nnb v^fi^ 
ti^en ^otenjen bon x fortfc^reitet / bat man : 

wo ti jebt baranf anfommt/ bie Stponenten a/ h, c nnb bte Soef^ 
ftcienten A, B, c . , , lu beflimmen« 3tt biefem Snbe fnbfKtnirt 
man bcn 9Bert^ uon y nnb feinen 3>eri9irten in bie gegebene ^if^ 
ferentialgleic^nng/ midft mir t)on ber erfien Orbnnng annehmen 
woOen/ nnb orbnet bann nac^ ben potenten 9on x. 3fnbem man 
bieranf bie ®(eicbttng jnr SbentitSt bringt/ erbSU man bie erfor# 
berticbe 9(n)ab( \>on ®{eicbttngen/ nm bie Ssponenten a/ b/ . « « nnb 
bie iSoeffieienten k, B . , . lu befiimmen. 

»eifpiele. !• Üför (i+yOy=i *« ««n; 
(i+Aax*-»+ßbxJ^'+ . . . XAx» + Bx* , . . )=i; woratt«: 

A2ax»«-i + ABax*^J'-'+ACax*+«-»+ . . . \ 

+ABbx*+*>-»+ B«bx»>»-» + . ♦ • ( _ 

+ ACcx*+^'+ ... ( — ^• 
-1 +Ax* +Bx^ + ♦ • • ) 

17* 



MO Sßpnhtn toinffl(r(i(6e:n (S0ttü«nteti IC. 

afOlfiKcft: 2a— 1=0, a+b— l=a, a+c-l=li=;2b— 1 . • ,; b. ^. 

a={, b=i/ c=j , . . ; ferner: 

A«a=l, AB(a+b)+A=0 , • . , ober: 

A=r2, B=— }, C = Är2 . . . 

9Iatt ^nUt 1fittnad)i 

y=x5r2— ix+,vxtr2- • . ♦ 

{)5tte man lai ®efe9 tcr Deponenten i/ i; i . . . vermnt^eii 
fünnen/ fo würbe man biefclben fofort in bie Steige (i) eingeführt 
^CibtUf mobnrdSi bie Stecbnnng be^eutenb einfacher gen^orben müre; 
bie 9lac(anrinTc&e 9lei(^e fSnbe (hierauf t^reXnmenbnng/ wenn matt 
z2=x macl^te» 

2. gfir bie ©leic^nng dy+ydx=imx» dx ünbet man etenfo; 

Mhl ~(a+lX"+2)"*"(n+lXii+2)(n+3)"' • • * / 

S)ie f^ier gefnnbenen integrale fmb ni4t ooSfiänbig/ »eil jie 
feine n^iQfti^rlicfien Sonflanten entbalten. ailan gelangt aber in bem 
t^oOjiänbigen ^nuitüh menn man i^ eine folcfie ^orm gibt/ bat 
für x=a baran« 7=b beroorge^^t/ m b bie 6teae ber miOfubriid^ett 
Sonfiante bertritt. @i läßt ftc^ bietf nun baburd^ erreict^en/ baf 
man in ber borgelegten S)iifercntia(g(eidl^nng x mit z + a onb 7 mit 
t+b bcrtanfc^t nnb für t eine bleibe auftleOt/ beren fümmtlicbe 
®Iieber oerfc^minben/ menn z=o. ei bleibt bernacf» nnr noc^ 
übrig/ üatt z nnb t i^re Sertbe x— a nnb y— b )n fubflitniren. 

9(nmerfnng. S)nr(6 eine fol((fe Xraniformation gebt bie 
©leidSinng dy+ydx=mx»dx in: 

dl+Cb+t)dz=m(a + z)»dz üben 

hierin fubfiitnirt mc^n: 

t=Az'*+Bz'*+* +€2''+^+ jc./ mi gibt: 

aAz"""V(«+l)Bz"+(a+2)Cz'*+^ 

+b + Az«+ Bz«+* }=o; 

_ ^ - inn(n— 1) « - • 
— ma» — mna»"-'z uo"^^^ ^ • • 



Sott bctt willffi^vlic^en Sonüanten :c» S6l 

HtMi folflt: A=tna« — b, B= / 

^ nin(n — l)a»-*— mna»»-^+ma° — b .^ - ^ 
C= -^ lt. f. »• 

S. 197. SHan Um Mä) mit ^ülft Itx XttmM^t tie Sfnte^ 
flraU ii5^ertttig«tt)eife ünben. (Sd fei : 

y=:Ax*, Bxb, Cx« . . . — rp^ ' 

»0 bfe in ber di^^ent Stfgefira gewS^Ite 3^i4etifptac|ie gilt ttob 2 
Un SRejl bc« Äetunbrud^tf auöbrürft; ober zzziBxJ», Cx«. , ♦ ijl» 
aman fu^flitttire in bie gegebene 3)iferentiaIgUic(^ung füt 7 feinen 
ffiert(>/ inbem man z ^xtnacftiäjfifit obct y=Ax*fc(jt/ nnb bebaltc 
im iRefuItate nnt bie erflcn ©lieber bei/ »eil x aM febr Hein an^ 
gefeben mirb; bnrc^ 93erg(eicbung ber Soefficienten nnb ISsponenten 
ergibt fic^ bann A nnb a. i^ierauf macbe man in ber i^orgeUgten 

©retc^nng/ y=^ ^^^ »erfabre auf äbnU*e Seife witbertranö* 

formirten ®lei*ttng in z, inbem man z=Bx»> fe^t; nac^bem B nnb b 

it^nUn mtUn, wac^e man z= ^^ inUt ttMifomitttn 

eUidtUH in z/ nnt fa^ve fo ivdter fort. 

»eifpifU: 1. my+(i+x)j'=o »frwanbeU fl(^/ mn« man 

y=Ax« ma*t/ in (m+a)Ax« + aAx— '=0, »«« ^id» «ttf aAx— '=0 

«b«(irt/ wtil X ffj»r fttin ijl; toran« Mit a=o nnb A »(ei»t nn^ 
mimmt. 3ttb<mmany=^ f<Ut/ M man m(i+z)=Ci+>Vj 
m«ratt</ wenn z=Bx>> gemacht mirb/ man ^nUti 

m+Bx'' (m— b)=bBx'^« Ob« »fttm<Jt 

ms'bßx'-» ; \>. (>. b=i nnb B=nj. 

Senn man anf bltf« ®<if< fortfahrt nnb z= ^ f<Ot/ ttHU 
man )nm 3ote0va( folocnbtn ^ttunhtttdti 

j=A, mx, — Km— l)x/ {(«n+Ox/ — Km— 2)x . . . 

®a bie fleflebene 01ej*nnö ba« gntegfal y=A(i+x)-^ ttcfert/ 
fo bat man biermlt bie (SmwidlUH bfefer Jnnftion in Jorm eine* 
jrettenbrnt^e«. 



MS flSoit htn »U(fii(r(t(^en dcnfianttn tc. 

' j- 

2« iDie ®U{(9ttttg <]x=(i+x<)(ij gttt auf if^nUdn Sßeife fttr 
leti S$Oflcn in %unUion feiner SanflcntC/ folgenbcn XettenbrndSi: 

y_arc(lang_x)_i, -, -^^^ , -^ , -j^^ . . . 

$. 198« (Sttikt (ine 0e9((ene 3>iferentia(glei4nng einer (litrve 
an/ fo fann e< i^an Stufen fein/ biefelbe }n eonftroiren/ o(ne il^re 
yrintiti^e Oleicl^ung jn fennen; man Htf&f^n lann mie fotgt: 3fü 
nSmlic^ bie ©lelc^nng »on ber erften Örbnnna / F(x/ y, yO=0/ nnb 
entfpricl^t beut x=a ber ®ert^ y=b; fo nebme man AB=a, bc=A 
(Sifi* 52) nnb ber $nnft C wirb anf ber gefucf^ten (Snn^e liegen. 
Sfnbem man bierauf a unb b flatt x unb y in F=o fe^t/ befommt 
man baran« für y^ einen SSertb / melier bie ia^t ber 93erubrenben 
im $nnft C beflimmt. SBirb nun ein bem c binlSnglid^ nabe (ie^ 
genber $nnft d anaenommen/ bergeüalt^ baf man obne merflicfien 
%tftUt bie ®erabe cd mit bem 93ogen ber Snrve infammenfaCenb 
betrad^ten fann; fo werben AF=a', Fn=b^ bie Koorbinaten eine« 
anbern ^unftetf d nnferer ^utJ^t fein/ burct melcbe Soorbinaten fic^ 
an< F=o ber entfpred^enbe Sßertb t>on >^ ergeben wirb/ ber ftcb 
auf bie nScbfifolgenbe 33erübrenbe iE beliebt. S)ie gfortfe^nng biefe« 
JBerfabren« liefert uni ein ^JolDgon cdez für bie gefnd&te 6urbe/ 
9on welcher baffelbe um fo weniger abweicht/ je mebr leiten ti 
entbSIt. S)ie C^onjlrnftion tefgt juglcict^ / bai eine 2)iferrntiarg(eL> 
e^nng bon ber erften Orbnnng nnjäblig oielc Suroen barfieOt/ ba 
bie Sage Ut $nnftee c ganj wiOfilbrHcb i^. 

9Ran fSnnte au4 anf fo(genbe Sffieife }u SBerfe geben. SRan 
beftiwme mittefjl F=o «nb feiner ©erioirten bie SBertbe »on y' 
nnb y^^ in y nnb x/ unb fubflituire biefe(6en in ben «uibrutf Iti 
Xriimmung«balbmefrerd;'($. 87); alöbann }iebe man bie 95ertibrenbc 
CK unb erricbte baranf bie 9tormaIe CN gleich biefem {)a(bmeffer/ 
wobei a unb b an bie 6teae oon x nnb y getreten finb/ nnb br^ 
fcbreibe Mi N ali SRittelpnnft einen ^r einbogen CD/ beffen ^nnft 
D / ber a^ nnb b^ }u C^oorbinaten bat; man üli anf ber C^uroe (iegenb 
betrachtet. 3ftibem man Don Sfttnm bie SJeräbrenbe ID unb bett 
Xrümmnng«ba(6mefrer DO jiebt unb bie« fo weiter fortfebt/ wir» 
man flatt ber Suroe eine Sleibe aufeinanber folgenber iXreife erbaltett. 
ttebrigen« ifl ti einleuc^tenb/ baf bie Sibweicbung twifc^en biefem 
e#em bon ^reitfbogen nnb ber Surbe weniger beträgt aU jene 



tt9n beit toiIIffl(it(i(^en Sondanten ^c* M5 

fünfte C/ D/ E bei ber {toeiten C^onftriiftiott mdtet i^on einander 
(ntfcrttt a» (ci bcr etilen aiiiie(^meti fanti/ wobttrc^ ba< SBerfa^ren 
wetttget mö^farn mirb. 

§, 199. Sei bet SXferentialsIeic^ting 9ott bcr §»citen Orbttuttg/ 
F(x/ 7/ y^ y'0=0/ tifmmt man auger bem »iaffi^rttc^en ^Jnnft C 
bet Snr^e auct^ eine 6e(ieH9e ®erabe KG m 9^rä(renbe in C an; 
hierauf beflimmt man mittelfi ber gegebenen ®(ei((fnng ben SBertl^ 
^^^ y''/ ferner ben be« Ärflmmang«barbmefrer« ;' in x, y nnb f, nnb 
befc^reibt/ weit biefe testen ®röien für ben ^unft C befannt fmb/ 
ben ÄreWbogen CD, gerabe »te oben, gur ben Vunft D, ber anf 
ber (Snrt)e (iegenb angenommen wirb/ fennt man bie Soorbinaten a^ 
nnb b' nnb ben SSertl^ oon y^ welcher <t(^ an« ber Sage ber S$e^ 
rübrenben in d ergibt/ fo bag man ben bem befagten Vunft D enu 
fyred&enben ®ertb y* berechnen fann. 3fnbem man bann mit 0D= 7' 
ben ^reitfbogen de befctfreibt/ erbält man einen britten Vnnft E/ 
bejTen Soorbinaten nnb ingebürige S3erübrenbe aM befannt an be«- 
trad^ten jinb n. f« w. 

6tatt ber Xriimmungtfreife fann man fi(t> anc^ ber otfcnlato^ 
rifcl^en Parabeln bebienen. 6inb nSmlicIi a/ b bic Soorbinaten bei 
winfiibrlid&en ^nnfte« C/ fo fe^e xxi^ y-b=A(x— a)+B(x— a)^, 
we((6c ®Ieid&nng einer burcd ben $ttnft c gebenben Parabel ange« 
bort, ^ie Sonfiante A bUibt wiaftibrIidSi/ allein B wirb befiimmt/ 
wenn man in ber gegebenen ©leict^nng F=o / a/ b, A für x/ y/ y' 
fe^t. i^ierauf berediine man bie SBertbe "^^Vi b^ nnb A^ ber bnrc^ C 
gebenben $arabet für bie Sibfciffe aO we(d(»e wenig oon a abweicht/ 
fttbflitttire ferner biefe 2Bertbc in F=o, mx^vA i\xi ®ertji B' für 
f* erfolgt. aRan bi{bet ie^t bie ®le{c^nng: 

y-b'=A^(x-aO + B'(x— aO* 

ber (Weiten Otfenfotiontfparabel/ mit i^fi(fe beten eine britte befiimmt 
wirb nnb bietf fofort. 

9)tan fann ba« ®efagte ebenfaO« anf bie 3)ifFerentia(g(ei(t^nngen 
ber britten Orbnnng au^bebnen; aOein man mnfi bann nic^t blo« 
einen wiOfiibrlic^en $unft c nnb eine beliebige Sßerti^renbe OK/ 
fonbern anc^ noc^ einen wiOfä^rtic^en ^rfimmungf^albmeffer CN fnr 
biefen erften $nnft annebmen. «nf biefe SSeife würbe bie Snroe 



aG4 dttUdratiott tet SDiffcrrtiriatdlei^aüt^etf 

i*^'dt ein @qilfm i^on o<cttIatotifc6eii Parabeln crfe^t/ mcI^ie mit 
idr eine 95eru&rnng von bct brittcn Orbttnng eingingen. 

9(e^nltd^e« (äft ftct^ t^on ben 3)iferentialg(eid&ttngen Ut iiifutn 
Orbnnngen antffagcn. 

Sfebe 3)tferentialg(eid^ttng ttvifcfien itvei fi3eränberl{c6en fann alfo 
mitulit einer Snroe/ bie eben fo viele miOfut^rlic^e Parameter ffat/ 
aU Stnfteiten in ber Orbnung bet eieic^nng entbarten finb/ eon^ 
ftruirt mtitn. 3)iefe geometrifc^en SSetracbtnngen flcben in 99U 
ligem SinHange mit bem/ matf im §. 194 gefagt wnrbe^ tnfolge 
beffen lebe I)iiferentialg(eicbung/ von mldftt jDrbnnng fie anc^^ fei^ 
ein Sfntegtal beü(t/ obfc^on feine Sßege oor^anben finb/ fte in io^ 
tegtiren* 

^nmtütion ber iDifferentialgleid^nngen ber bü^ern 
Orbnnngen/ intfbefonbere ber ber tmeiten. 

§. 200. 3n ben 3>iferentia(gleic|inngen ^on ber erflen Orb^ 
nnng fonnte man biefe ober jene 93eränber(i4e ali UnabbSngige be^ 
tracbten/ obne Itü^alb nütbig tn iaitn, irgenb eine SRobification 
in bem ^ntegrationtfoerfabren eintreten jn laffen. Xnbertf oerbfilt et 
fic^ aber mit ben ®Icicbnngen ber böbern Orbnnngen/ wo ti bnrd^«- 
Mi erforber(icb ifl / anjugeben / mldtt iDifferential alt conflant m^ 
genommen toutU, nnb jebe 3;ran4formation / mlO^t in biefer S}e-> 
iiebnng bie 9tecbnnng etma erbeifcbt/ gebürigtn berucfft^rigen. 6oa 
baber dx ali eonflant gelten flatt irgenb einei anbern 2)iferentiaM/ 
welche« in einer gegebenen ®leicbttng bafür galt; fomng man infolge 
ber im }. 38 anfgefieaten Siegeln biefe Oleic^nng inerfl barnad^ 
einrichten. 

»eifpiele: i- 3fßr: 

dsdy=ad2x ober ax'^=j', tt)0 d8=f^(dx2+dy2) 

eonftant oorandgefe^t mtU, befommt man/ mnn man ds nicbt 
mebr aW nnoerÄnberllc^ anflebt : aCs'x''— x'8^0=y'«'^* 
iE)ieran« folgt/ wenn man x'=i feftt: 

x''=:0; s^2=i+y/2j sV^=yy/; y/8'*=— as^^; 

8/Sh=_ay// i^jer CdxHdy2)4__adxd«j. 

JWit berSntegration biefer le$tern/ anf bie gorm ay'^-Ki+y^^^^ÄO 
gebrachten @lei((fnng / »erben wir uni balb befc^Sftigen. 



hit iiiettt Ot^tttttidtit/ {tt<(efolt^ete ber fter ^wt^ttn. *o» 
2. «OO dx fl«« ds in (dx2+dy»)?f= — cos — / 

»er*e ®ltl(bnH tnit t^ =^* — cos— cUt t''=x'*« — cos- 
ds^ ds* a c ' a c 

gleid^bebedteob ifl/ conflant »erben; fo |»at man: 

Sy/_8/V X/* 1 X 
75 ^^"TT* C^*' — / 

5" 4'* a c 

tttfofettt fSmmtUcf^e 3)eri9irten ati fi3er8n)er(id!^e angefet^en werben. 
SWacfet man bann x^=i/ fo fommt s^«=i+y'2^ s's''=y'y^'; ferner: 

..1= X . j , dx X 

t''= — cos — ober dy'= — cos — . 
^ a c -^ a c 

iE)ieran« entfpringt bnrd^ Integration: 

9 

y'= — sin — +fe/ y=li+bx cos — / 

^ a ^ a c 

m h nnb b imei miatü^rUc^ic (Sonflanten ftnb. 

Uebrigen« fann ti {umeUen ber Integration fSrberlidSi fein/ 
^att dx irgenb eine anbere SBerSnberlidl^e für bie Unabhängige }tt 
»ä^ten; mir merben jebocli in ber ^olge/ menn wir nic6t audbrütfUd^ 
iai ®egent^ei( bemerfen/ immer dx eonftant Dorantf fe$en. 

f. 201. iDie Integration ber 3)iferentia(g(ei4^nngen ift bejlo 
grüSern 6c^n)ierigteiten nntermorfen / {e ffitftt bie Orbnung iff. 
Snerfi moOen wir einige einfädle ®Ieid^ungen Don ber tmeiten Orb« 
nnng/ beren aUgemeine %otm F(y'^, y^ j, x)=o ift, betrachten. 

ij>at man y"=fx/ fo entfielt/ wegen y''dx=dy', baraui d>^==fxdx. 

Serner bierantf : 

y/=/fxdx+c nnb y=/dx/fxHx+cx+c', oUt, Weil: 
/dx/fxdx=x/fx(lx— /xfxdx, y=x/fxdx— /xfxdx+cx+c^, 

WO c nnb c^ )wei wi(((ütirU4e Sonüanten finb. 

»elfpiele: !♦ gär d«y=adx« ober dy'=adx (lat man ju# 
^'itUtü y^==ax+c nnb wenn man t^on 9lenem integrirt/ 

y=c^+cx+{ax2, 

2. pr d'y=ax» dx2 ^^er y''=ax» ober dy'=ax» dx flnbet man: 



«60 «ttt<«t«ti»» (et fitifftttutUlfiUi^unittt 



fßtnn n=— 1 Jjl, tti&lt man y=c'+ci+axix. 
iScnti n=— 2, (at man y=e'+cx— alx 

S)al obifl« gjerfo^rtii Wft fi«^ &Wl(S)tmtif< auf y(«)=f«, oter 
d.y(ii-i)_-fj.jj ttttwfttbttt. 3l?an bttommt Hrani y<"-" =-.c+/fidx, 
»a« »ff^er wir \>a« mnUiU ©iffcrttitUI iotrgtirt »Irt : >a» gcfttd^te 
integral cr^Slt Mcrnoc^ tie 9«rm: 

y=A+Bx+Cx» . . . +kx»-«+/" fx.di» , 

»0 A/ B, c . . . wiOfäHicIfte eo«ft«»tcii finD nnt) /» n (««(ffi»« 
dtttegrationtn antcntet. 

f. 203. 3ft bU flcgcicne 0{ci(6ttRg von txr gform: 
y"=f/, fo (at man dx=^'/ »«« J"= j^; f<«»«: 
dy=y'dx=y' j^. «Die ((ib(n 3nt«flrar< : 

itbttt iutdt gortfc^afuttg von j' iU gefuc^tc primitive 0Ui<(ond 
mit )iv(i ttiOfu^rlic^en S^nftanten c nui c'. 

»eifpiele: i. 65 fei ay"+(i+y'«)'=o. 9Ran ünbet ^ier: 

dx= " ^ , -t Aj— ~''^'^^ ; fetner: 

(H-y'2)t (i+y'2)' 

(c_x)HCc'— y)»=a«. 

3>i(fe Integration (icfert bie Stnüdfung folgenber «nfgaN: 3)ic 
Snroe iu (inben/ bei ttefc^er ber ^rämmuttg<ba(bme1fer ;' nnverfin« 
berück ifi. 2Der ^rei5 »cfi<;t aOein biefe ^igenfc^aft. 

2. e« fei y"=-J;. a»an M W<r x=f-+cttnby=|^+c''. 
SDnre^ «Elimination von y' erdSIt man Ui 8eftt(^te Sntegrar: 

8a(x— c)»=9Cy— cO^. 

^i Ifift ü(^ bie< 93(rfa(ren aof ®Ie{(^nnden von belitbigtr Drb- 
»ung anlbe^nctt/ »ofern eine S)erioirte bnrd^ bie (ttttS((>|l oictere 
an«8<brfleft \fi. $«tt« man j. S5. f"-(j",{^ mac^c «an dy//=y"'dx. 



btt ^ä^ttn £>thnun^cn/ xn^tcfcnhttt i€t htt iWcHtn^ S07 

mithin |^ = ix- STOati §lc|>t Mi IMtt retten 0tet*ttttg x=i/^ +c ; 
ferner au< ber QiUiätnni -^ =:f' na* nnb nac^: 

e« bleibt nur noc^ übrig / y^^ }mtfc^tn ben betben ^leictiungen : 

)u eliminirett/ nm bie primitive ©(eic^ung mit brei miOffibrlic^en 
^onflanten )n erbaUen. 

§• 203. 9Ran babe y^^=:Fy. aBnltlpIicirt man: 
«ly'=y^'dx mit y^dx=:dy, fo erbSft man y'dy'=y"dy; 
mtanif toenn man für y^^ feinen SBertb Fy fe^t nnb integrirt: 
Jy'-'=ic+/Fyciy, y'=r(c+2/Fydy); ferner: 

+c 



-fh 



iz ^o/ 



r(c+2/Fydy) 

5BcifpicIe: !• Jnr a^d2y+ydx*=:0 ober 3^=— y jlttbet man 
n-y^-=i:--yV ferner dn= ^^^ ^ ; worantf bnrc^ 3ft>tcgration: 

x=za*arc C sin = — ) 4-b/ ober — =sin T-"— • J / 

watfmit y=csin— +c'cos — gWdS^bebentenb iji. 
2. ebenfo gibt d2yf^ay=dx2 (A0 SRrfttltat 

4 

iay'2=C+ray, moran« 2Jx= '^^^^A. w »enn man c in ~^^ 
»erwanbelt. SWad^t man bieranf c+f^y=z2, fo folgt enWidb: 

x=i ra(ry-2c)r(c+ry)+c'. 

3)a< obige 93erfabren iü anf ®Uicbttttgen \>on einer beliebigen 
Crbnnng anmenbbar/ in melden eine 3)erioirte bnr4 eine anbere 
att<gebrti(ft toirb / beren Crbnung nm }n>ei ISinbeitcn tiefer ifl. i^at 

man §. ». y»v=Fy//, fo ill d2y//=Fy''dx2. 



»9 8ntcdtati0tt htt ^ifftttnUal^Uid^un^tn 

i^ieratt« entfielt nad) iweimaiiger Integration: 



-ff 



M +0' . . . (1). 



Wtin mi ^=y" ioln Mib mi nac^: 

3)a« flcfttcbte integral ifl Hi SlefuUat bcr Slimitiatioft von y^^ 
jmifcf^en ben euic^ungen (i) nnl (2) nnb <nf(»ält t)Ur miatü^rlic^e 
Sonflanten. 

§. 204, 6« fei F(x, y/, y'0=o, »0 btc SBcränbetlid^t y nic^t 

etWeint, 6<tt man ^' jiatt y^'/ fo flnbct man eine JDiffcrentiat 

0(ei((iuna bc( crficn ®rab<< }wif4en ben Sßer&nberlicbcn x ttnb y^ 
3fi man nun im @tanbc biefr ©Idc^ung nadl^ bcn gegebenrn 93ot# 
((Triften »u intcqriren unb autf bem integral y^ burc^ x ju brilim" 
mttif b. b. y^=rx ber}nleiten; fo bat man )um imittn ^ntcgral 
y=/y'clx=/'ix(ix+cst. Jft cO bagcjcn leistet au« bem erden 3«- 
tegral x iuxcb y' au^iubrucfen/ b. b« baraufi x=fy^ ju Rieben; fo 
ergiebt ftc^^ oermiitelft ber tbetimeifen Integration: 

y=xy'— /xdy'=jLy'— /fy'dy'. 

Ü&U 04 aber mUt x buret) y^ nocti y^ burc^ x barüeQen; 
fo mug man fucbeu/ beibe ®röfien bur4 eine neue SBerJinberlicbe z 
anijubrücfen» ®enn au< x=x unb y'=Y erbÄIt man bann y=/YdX* 

S3eifpiele: i* S)ie (^uroe )U finben/ beren Jtrummungtf^^alb- 
meffer y ber SCbfciffe umgef ejrt proportional ift, Ceft man y= — , 
fo ^at man: 

2x(l+y'2)i^32y// j,^^,. 2x(l+y^2)idx=a2,iy/^ 

S)a bier bie S3erAnber(i((ien abgefonbert erfc^einen^ fo gibt bie 
Integration : 

• aV 



hix iiittn Othnun^tn/ initticnbttt htt htt iwtitcn, W9 



%tmt y=fri-=fY(^^^0TW 



ml<bt QUiduH itt opti tinm elaflifcticu ^aUn itülUttn Siim 

mu matt/ la^ y citter geaebettett ^utiftiott X ))ott x gleich 

mxlt\ fo \i%t ttiati (i+y'2)i=:Xy'^ S)te nStttHdl^e Slccftttttn« gitt 
batttt; 

S)ief( OUic^ttog auf bi< ^orttt 

tlx( 1 + y'«)+xy 'dy''=ady 'f^(l +y'3) 

gcJrad^t/ t»irt itttcgrabel, tcettti tttatt fiebtir* r(i+y'^) btöiMtr. 
«Watt findet: x = p^-^^; ferner/ iDegeii y=y'^x-/xdyO 

y=y/x-ar(l+y'2)-bl[y^+r(l+y'«)] +blc, Ober: 
by/-a ,,/ y^-fr(i+y ^O\ 

S< Mei(t ttur ttoc^ fibrig/ y^ itiit i^ulfe \%% 9BertM t'ott x 
baratt$ tu elttttiniren* (Dlati finbet ttaci^ auögrfii(»rter SKec^tttttig/ toettti 
matt ber Äfirje lialber z=r(a'+b^— x^) f<pt: 

•^ c(b+z) 

3. JDie ©lei^tittg 2(a2y/24.x2)y//=3ty/ ^\ix bie (fotttogene ©leltfittng 

2(a2y'^4-x')dy'=xy'd«* 

9?att fe$e ba(^er x=y^z/ tDoburdSf etttfle^t: 

dy' xdz 

Ty "" 2a2+z** 

3)ic 3titegratiott gibt: 

y*/=cr(2a2+z2) ober x=czrC2a2+x^), 

9Ctt< y==/*y^dx folgt/ toetitt tttatt für y^ ttttb dx il^re 9Bert(e itt 
z fttbüitttirt : 

y=|c*z(3a2+z2) +b. 

Uitt bie }tt)if(^ett x ttttb y bejle^ettbe Stetatioti }tt criftaltett/ braucfit 
tttatt ttnr tto({^ z ju elittiittireit» 



4. «N« 2y"x=y' folflt cx='«. gorfl«*: 

«nmef fange«, i. e$ f<i ^ + iz: f:^=o. »ringt man t>i(f( 
©Uic^nng «ttf t>i« g-om ^^ +fitdx=o, nn^ «mSgt/ taf 

^\^y — 5v2^' ^* "^*^* •"*" *"'** 3f«t<gMtwtt: 
-|+/lxdx=c; »orau< y==yj^^ +c'. 

2. C« f«t 572+ 57 ^»=0. S>iefe e(ef(»mig «nf iU göm 

^**^^ + fxdx = 



dx 
gebracht/ gibt lut^ Integration: 

i\(^y+ffxdx=c. folgll*: 

ysseo/die-/*^ +c'. 

{. 205. lDi( @I(i(^ung ber iweittn Orbnnng enthalte bUi 

y", y'i jt at« ni*t x. sHan fe^e y" = ^', babnr« »erwanbelt 

0(( W gegebene Oleic^nng in eine Ut erfien Crtnnng {wifetien y 
onb y^ ^ann man liefe integriren nnb y' bnre^ y tarüeOen/ l. it. 

y'=fy finden; fi> ifi x= /'^,= Z*^ + c'. giefe fi(^ Mtt(n(v 

y tttr(^ y' (e^immen/ berge^alt/ M y=fy' »irt; fo iji: 

J r J r y' y ^y y'»"* • 

€»i>ate feine tiefer 9}ejiimmnngen geringen., fo »erf«*e man y' 
ttttl y bnrd^ eine neue S^eranberlic^e z an^tubrücfen/ fo baf y^ = z 
nnb y=T »erbe/ »0 z nnb t ^nnftionen wn z finb: man %«x 
al^bann : 

TdT 



ber (e^etn Ctbnttnitn, intitftnitte btt htt {wettctt. »71 
mnUU ftdl) in: 

dy'(yy/+8)=dy(l+,/2) ^Uti 
^ l+y'^~ 1+y'^* 

S>it Integration bicfcr euit^nng gifit: 

T=ay'+cr(i+y'2). fftrntr iU.« 

Swifc^en lieftn tcibtn mtidtumta Htm nnr no((> y^ )» eii« 
ttiiniren öbrtg. er^t man bi( eonftonte g=0/ f» finbet man tal 

Ui»üUH 3nt<Äral y=ay' unt x=:al(c'jO; MtMi y=C»e * . 

2. «• fti y'2+2y"y/=0. ^mnii 

^=-^; ferner y'=r(^> gplfitt* x=^ yi+c'. 

3. 5)ie 01ei($«nfl aby"=;^(y2+a»y'2) ge^t in 

.by'dy'=:dyr(y2+«2y/2; flj,y, 

©euen Ut ^ontojenität / itlft man y'=-^; man »efommt >a. 

Z 

intdf abzdy— abydz=z2dy?^(z2+a»). üRaC^t »an r'(a«+2^)=ta, 

fo uirt; 

dy — btdt 

7 bt^— at— b' 

W lägt fi(« (icrna« y »ie y' Imd t »ardeOen. 3# t>ajer 
y =T, fo wirb; 

_rdy _ / * adT 

9ta(^ antgeffl^rter Integration ft^reitet man entließ inr Q^Iimi« 
nation von t, 

4. 9i fei y"+Ay'+By=o, »0 A «n» B (onfiante 0r5f en (inb. 
($0 entfielt taran« ^ie homogene (SHtidtUH : 

y'dy'+Ay'dy+Bydy=0. 

Sftaedt man ba^er 3'=ju, fo ergibt fl(&: 

dj dy — du — du 

y'~yu~~ u«+Au + ß ~(u-aKa— b)' 

tveno (iirc^ a im» b %u SBnrteln von u*+Au+b=o Hmf^tUt mAau 



S7« 9iit(0ration btt ^ifftxtntial^ltid^un^tn 



Sefl<ri iy=y'd% ^niti man; 

u — b = -y e«/ u— a= -^ e»»» ; »oraui/ wcttii matt a^iie^t : 

y(b— a)=— me"4-ne^/ l>l»<r/ »«tu tttait M« SotlftaHUlt 
WtStibm: y=Ce"+De>«. 

eitib • tltl^ b itttagittar/ 0Ut a=k— h^— l, b=h+h^ — l; 
fo M(t matt/ toentt matt btcfe Sßctt()< dtifa^rt: 

Baratt« ttfolRt, ntnn matt crioägt/ baf : 

ehiv-i _ co5hx+f^— 1 sin hx ittlÄ 
e-^ '-' = cos hx— f^_l sin bx ijt , 

Mdt Veitteruns Itt @:otiilaot(tt: 

y=e»»(C'cos hx + D' sin hx)=C"e'«cos (hx+£). 

5tir a=b ertSU matt/ nxnti iit fUtUfüuni tio4i eittmal scnac^t 

dy_ -ua» . -1. 

y— (u-a)a * »»Wtt* y(a-a)=:cc»-. 

e« (H aürr dx= ^ = ^ = -=±L . ^a,«„, „_ = _L_. 

ly yu (u— a;^' "'""'"' "^ x+k 

©«mItUrt man u— a, fo finitt matt «tib«*: 

y=ce«(»+«(x+li)=Ce«(x+l»). 

Sf m ( r f tt tt 8 ( n : i. ©« fei J-^ + ^* .fy=o. 2)tc ®I<i*otig 

dm 

auf M« g?otm — ^+fydy=o itbtmtf iibt Mif(^3ittfjjratioB 

"dx~~ 

' ' (si) +/fydy=c, obeir ^ =e« e-/«i^; fo(j)(i(^: 

»=e'/dye/fydy + c'. 

2. 2>i( ®Ui(^utta 



iDirb: 



bev a^ttn Dthnun^tnf in^befottbete ber bet itotlUn. S7S 
mnn mm fie ititegrirt/ (icfm: 

g+/fydy=c; foWi* ^f-^Z^y ■^'' 
§. 206. S)iC ©IdC^Una y^/ + Py'H-Qy=:0/ WO P Öttb Q JclIC- 

(ifie gfunltioncn t)on x fitib/ lägt ftc^ t)ftmitulfl einer (eichten Sirantf^ 
formatiott intesriten* iDentt mai^t matt: 

y=eM/ fo ift y^=uef''^f y''=e/'«d'(u'+u«); tooratt« : 

u'+u2+Pu+Q=0, 

»ei{ ber gemeittfame ^aftor eA^ verfc^mintet Sßon ber SCufliffttrid 
biefer Oletd^ung ber erfleti Orbnung bangt mitbin bie Integration 
ber t^orgelegten S)iif(rentia(9(ei(4nnd ber tweiten Orbnung ab« SBenn 
P nnb Q eonfiant lo&ren/ fo fönnte man u confiant annehmen; man 
bStte bann u^=0/ nnb ci bliebe inr S3efiimmnng oon u bie ©leic^nng 
u«+Pa+Q=o übrig. SBejeict^net man bie ©nraeln btefer ©iei^nng 
mit a/ b/ fo bat man: 

/udx=ax+m, ober =bx+n/ nnb y=e"^"=Ce"/ ober y=e*'*+'» =06**«, 

9(bbirt man bie gefnnbenen iffiertbe ber Snnftion y/ fo befommt man 
ba« ooOfiftnbige integral: 

y=Ce«+DeK 
6ittb bie SBnrjeln oon u2+Pu+Q=o. imaginSr ober u=li±bf^~i ; 
fo nimmt nnfer 3tttegral/ mie toir oben gefeben baben/ bie ^orm 

y=Cek»cosCbx+f) an. 

6inb bie SBnrjeln einanber iUMf/ fo mnf man bie ®Ui((inng 
da+(a— a)2dx=o integriren/ t»ai u— as^^-^^^gibt; l^ieran«: 

/adxz=l(x+k)+ax+D, y=e/««^=Ce«(x+h)* 

3Ran erbält bemnac^ bie idfon gefnnbenen Slefnltate mieber. 
Xnmerfnngen: i. ^ennt man }wei befonbere 9Bertl^e ji 
nnb jtf meiere ber S)iferentia(glei(^nng 

572 + ^5^ + ^^=^«^"^«^»^ 
fo wirb lai gefne^te 3ntegra( berfelben fein: 

y=ciyi+ciya/ 
wo G| nnb G, iwei miOfttl^rlicbe Sonjtanten finb. Senn ti ifl: 



«74 8nt(0vati»n bc« Siffcrctitialdlei^ttitdctt 

Ur t)on cj itUt für iic^ verfd^minbet 9?att fitfft Htb tin, 
baf bUfcr 6aO iutf bi< aasemcine OUictiuttfl von einer (e^ 
tieiigeo Orbtiiing: 

oitfgebelfttit werbeti fatm/ baf mitliiti/ toenti n »efonbere Sfo^ 
tegrale ji/ ji/ 73 * • • rn gefttttbeti fitib/ mlOn ibr genfigeii/ 
bat voOfiSobige integral berfelben iji: 

y=Otyi+C2y2+ • • « +Cn7B / 100 Ct/ Cf / • • « C9 

loiaifibrli^e C^on#atiten fttib. 
2* 3f# ein befonberetf integral z oott 7 UUnnt/ fo fe(^e matt 

7=zt/ too t eine noc^ nnbefHmnite ^untU^n oon x barfteOt« 
9)an ^at bann: 

3>ie Sfttnftiott t mui ba^er bergeflalt beftimmt werben^ baf: 

^ dz dt , d^t . -^ dt ^ ,^ 

^Sd;+*dT^+P^dI=«*»- 
Pdx+ — +2 — =0; mtMit 

u z 



itt mttn i>tbnunttnf intitftnittt iit itx iwtitt«. stu 



9»fo t=c'+c r^e-f^, tttt» tnUidf: 

y=c'z + cz r^e-f^^ , 

§. 307. ^i( Integration Ut iDifmntialsleic^ttns : 

»orin P/ Q/ B gnnftionen von % ^n\>, iSgt fic^ auf bU ^fntegration 
Ut im wtim ^aragrap^ttt ((tra4>t(t(n ^DiferentiargUid^nng )tt^ 
rücffti^ren. SDtan itut nSmlic^ auf {iOntic^e SSeif«/ wie im §. 157 gC' 
f($(i(tt ifi/ 7=tz, wo t unb z no^ »nbejümmte Sfunftionen von x 
jinb; hieran« folgt: 

6n(f|{tttirt man tiefe Sßett^e in iit gegebene eieic^ung tinb 
terfSat bie baraut refnUitenbe in )tvei anbere/ wa« wegen ber a^a« 
riabeto z unb t geüattet iü; fo (at man: 

z"+Pz'+9z=o . . . (1); unb: 

t'f + 1' ^P+ ^ ^= ^, ober: 

dt/+t'(p+|-')dx=:^^ ...(2). 

«Dlan beüimme nun nac^ bem vorigen Varagrap^ven z Mi ber 
©reic^nng (i), ferner t an« ber ©teie^nng (2). JDiefe letjte «jlt 

2z' 

fl* Mdf S. 175 be^anbeJnr wenn matt y mit i'/ p mit p+— / 
o mit — »ertanfcftt. SBan er^fift auf biefe «rt/ u=/Pdx+2iz, 

' z 

e» = e/"**e=g)'z«/ wenn man ber Äörje batter 
g,z=ef^' ... (3) fe(ft. 3fo(gtt(&: 
9)zV=/Rgpzdx ; ferner: 

y=rtz=zy^^^)/Rg)zdx) . . . (4). 

<Da bie in biefem Slefnltat vorfommenbe bot^pelte Integration 
iwei wiafabrri(^e Sonflanten ent^SU , fo wirb Ui voOfianbige 30' 
tcdrat ber vorgelegten ®if erentialgrei(^ttttg gefnnben/ wenn man flatt 
z ttnb 9> fole^e gfnnftionen von x wS^lt/ welche ben ®(ei($ungen (i) 
on^ (3) genfigen. 

18 * 



27« SHUdvati^n brt Sifferentialdleic^Qitdctt 

S3eifp{c{e: i* gfir bic eieicfiung: 

DeraatiMt ixdt bU ®Uic^ittifl (i) itt: 

zH Y = "5 / »^^*«< ^"+ ("^+ T ~ T«) ^"^^^^ "^" r=e/»<»'. 

S>iefc QUid^nu toitl ^omog<n/ mcnn man urrr-i f((^t/ f)ittMf 
inttititHt/ mnn man x=r8 maätu SRati fittbet (p: 

T=-S5-^'> •'— '=4 r(i±f> 

m (eine Soofiante ^ittittgefiigt wtttbc GubflUttirt man #att t tttib 
8 il^re SGE^ctt^c u-^ tinb uz^ fo cr^SU man : 

3)i( &MdfVVi (3) si6t fcvnet 9)=x/ worauf : 
W ®Ui4ttita (4) wirb eitb(i4>i 

y- 2x + 4x "' V. x+1 J' 

2. gilt y//_«i=ly=:p^ Wirt 1>U ®«i(^ltltg (1) 
,2 t 

%» 453-=0' ®<ff<16<« «<fd>i<^t ®<tt<l8C/ w«» man z=^(x«*0 

W«*t. U<W0M« ijl 9)=1/ ffttttt /R<Dzdx=/nidx=mx+b; fotg«*: 
Amx+b)dx l_/'ex.-^-i2J^ 

MottKrfttnd. S>i( 3nt(0rati0n ler SUic^nng: 

»0 A nnb B (onflant ftnb nnb R <itte ^nnftion 9on x iH/ 
^Snflt von ter Integration btr ©Uic^nng: 

c|2z Adz , «^_rt 

a(/ welcher Oenfige g(fc(^ie(t/ wenn xawi z=e" fe^^t/ mo ^ 



btt ii'fyttn Dtbnun^tn/ iniitf^nittt htt btt iwtittn. vir 

tint ffiatjet ^on u2+Aq+b=o tft. JDa^iitc(^ toM im i)or-» 
licflinbcn SaOe: 

®<U aber/ m<nit b ^le jweite ffittr§<I »on u«+Au+B=a iu 
icidginet/ 

A=— a— b/ A + 2a=a— b, A+a=— b ijl; fo l^at Want 

6itt^ W ttiUn "SButitln a ttttb b utuMdff fo (cfommt man: 

^^ /e-^Rdx-e-<«-^)Ve-M\dx--Ce-(>^)^ ^ ^,, ^^^^^ 
a — b 
e«/'e-«Rdx-e-Ve-'-Rdx-Ce'« ^^,^„ ^ ^ ^ ^^ 
a — b 

Sär ^<ti SaO/ m a=b/ |iat man: 

A+2a=o nnl A+a=— a, mitl^iit attdjt 

t'=/e-«Rdx+C, nni t=/dx/e-«Rdx+Cx+C^ ObCtr 
t=x/e-«Rdx— /e-^Rxdx+Cx+C; foIflridSi: 
yz=e« (x/e-"Rdx— /e"«Rxdx)+e«(Cx + CO^ 

gfiir Un ^aU, m Me 9Bttr}crn imadinSr tttt)> t^oa ber Sform 
]i±hjr^i Unb, i^at matt: 

e"=e'»(co8hx+y^— Isinhx) tttib 
e*»»=e^(coshx— /^ — 1 sin hx), 

euiUtnitt tun tiefe SBeH^e in bett ^niltud (5)/ fo trifft 
man nac^ SBerSnberunfl ber Sonilattteti : 

^(c»,i.x+c'.i«i..)+.f(_^j'/;:^/-''> 

§. 208. eine 2)iferentialglei(|ititt8 ber {tDeiteo Crbntttts i^eiit (lo^ 
mogeti/ metto bie 6umme ber dttv^mnun in aSen ®Iiebertt ber ®UU 
ct^ttng biefetbe i#/ modei nii^t btog ben 93erSnber(ic&en x itnb jf 
fpttbern audgi ben 3)if eretitialen dx/ dy nnb d^ nttr eine 3)imetifiot^ 
BeiseUdt wirb/ wie bie« ber SfaO ifl Hi ber ®{eic(^ting: 

x8d2j+Xydx2+y2dy?=D, 

m in Icbem ®[iebe vier iS>mtn^onm erfdgieinem 

ettn mm nm ^=y' »n^ 57 —5^-^"' f** *^ y' *^ **"* 
0v9fc/ lU Uint ^imcnfion/ 7'' a^cr Ali tint OtUt aii)iif(M/ ^i( 



SI78 dtttegratiott bct ^ifftttntif^l^Xtiibunitn 

eine negatit^c 3>imrnftott f^au (Sitte S)iffcretttia(sleici^ttttd Ut ^mu 
un Crbnttttg toirb ia1)tt (otttogeti fciti/ nxtitt {ie/ atif W 
Som fiefirac^t/ tooritt fte nur Ut ®ri)ieit z/ j, y^ ttnb j^^ cnt^jilt/ 
itt {(rett <in}clttett ®(ielettt tiefe((< 9(n}a(i( t)ott S)ttttcnfton(tt (eft^t^ 
n>o6ei Ut ^tt&nUtUd)tn x ttttb y dtte SDitttetiüott/ bct OrSic y^ 
Uint unl Ut ®tHt y** cittc ttegative iDitncnfiott ieigeregt toirb« 
SAac^t tnan ba^er itt <ittcr fotc^ctt {toifc^ett x/ 7/ y^ uttb f* dfgcdctteo 
i^otttogeneti Olcid^ttttg: 

y=:ax/ y'^x = z • . ♦ (1)/ 

fo mx\vx aOe ®(irbcr berfcAett bie ttSitilicde ^otcttt t^on x iuin 
Saftor bcfoitititett / bcrgeüart bafi^ loctttt tttan bicfc $0tett} botc^ 
5Dit^iftott »cgfc^aft/ matt cittc ®(cic&utig }t9if(|»rtt bctt ®ri)$ctt u^ 
y^ itttb z erbaltett tDitb/ au« tvcicticr tttatt z=rcy//u) l^ctUitcn fatttt. 

60 ijl ttttn: dy=y'dx=udx+xda/ xdy/=zdx, mXMix 

,«N dx du . dv' du . 

(2) . . ♦ — =-; ttttO — ■=-; • • • C3)» 

^ -^ X y' — u r y' — u 

Gtt^üitttirt tttatt itt bic le^te SRcratiott flatt z feittett SBcrt^ 
r(y^u)/ fo <rbS(t tttan cittc S)iferctttial9rci(btttig bet crfiett Orb.- 
ttttttB an^ifd^eti f ttttb u; fatttt tttan bann bicfclbe intcgrircn nnb 
barau« y^^ig^u gewinnen / fo fcbrcitc man tnr Integration bet ®Iei# 
c&nng (2)/ in n)Clc^er bie Sßerinberlidlien x nnb u a^gefonbett tu 

fdgietnen. ^vXm man enblic^ in bat le^te 3tt^<gral —- ftart a fe^t^ 

er|)8(t man bic gefncfite Olcic^nng ttoifAen x nnb y/ in bcr )tDfi 
»iOfil^rlic^e Sonftanten botfommen* 

$( n m e r f n n g. 3)ie Integration einer (lomogenen ^Differential^ 
gteid^nng ber ttfciten Crbnnng ifl atfo ^^^Vi ber Integration 
ber einfachen iDifferentialgteic^nng: 

zdu=7'dy'— udy^ . • . (3) a^Sngig. 

%Wt in benen biefeKc fofort eine Integration \vMxi ftnb 

folgenbe: 
1« 98enn z eine bomogene gfnnftion be< erflen ®rabef t^on y' 

nnb u ifl/ tt)ei( bann bie ®(ei4^ung (3) felbff (lomogen n^irb. 

2» SBenn z eine ^nnftion von y^ \% weil man bann bie linefirc 
0Wc*nng da+ ^^ = ^^ ^t. 



htt iHttn Ortttttttfleit/ iniitionhttt Ut Ut iwtitta. 270 



3. asttttt z «Ine 3fanftlo» wn y'-a id/ mü, mm 7^-0=1 gtfci^t 
wir*, W mtmni C3) in zdu=:tdu+tdt üf>mm\ WrMi 
mmt "=/ ^'f v>tl(S)(i 3ttt«r«l jtt ttn titifa*«« Sfot- 
itictn }tt iS^Un ift. 

»tifp(<te: 1. xd2y=dydx o^er iy"=y' 0t z=y' «»* We 

mtmn (3) »»^ Jy'Cy'— «)=y''J«» »<>»«««•• 

Jy'«=/(udy'+y'do)=:y'Q+ {c. 
5t„j di =^ (titile^t x=ay', f0 Dtt«/ »<»« w«» y' ««< ^<<f<» 

6<«)cti 3iit<ftroI«it cKminirt, tmmtt x^— 2axu=c, «*afft man 
tnWic^ y fort/ fo «JStt «lan tiafl Ä<f«*t« Snteötat x2-2ay=c. 

2 %üt x«d«y=xdxdy+aydx2 ^^t man z=y'+aa/ fö M lit 

JDur* 3tt«flratiP» m^t mw y'=u+r[c+(a+i)a»]. «>i«»«* *>»♦ 

dx du 

T — nc+Ca+iXl 
mtMii mnn mm wn utnm intcgtfrt: 

,,^__*l(ur(a+l)+r[c+(a+iV])+«'' »•*«* ° = ^ '*• 

4 209 C« fei bie ®iff<r<tttlaIöW*ttnö »o» t><r nt<» Otinum, 
Ay+Bv'+\ . . Ky<»)=o, WO A, B, c . . . mUntt ®r8|j« ftnt». 
€5eM man y=ce'-, fo »Ir^ man, »«n in tie flC«eKne ®Ut*nni} 

«eWtiÄ ftt^*ii«i« ««* *«•»« '>«'"* '^ ^*'*"" "*'*' *"" ^''^ " 
Sitefnltau gdauflcn: 

A+Bh+Ch2 , . . Kh» =0 . . . (M)/ 

man bie n ^ormclo: 

»(!«( ttttf<rer mtttntmumm ®e«fifle Uijlen. ©a« «tfn^te 
»oBftÄnDIfl« Sntcöral btrfttNn »irt mtt ftin : 

j=ce^+c'e*»+c"e«« . . . (N>. 

jtommttt imaslnSK SBnrjeto m> fo et^äft man «n« J« »<n 
»intnnn >»fi<r jnfamm<nft«*»rt8<n h=a±br-t >«(<»«' •*» 



soo dntegtatiott bei t>ifftttntial^Uiä>un^tn 

%umnd e«Cce»»«^-»+c'e-''>«^-0/ 

Ut ^d) unttt forgenbcr ^orm Ht^tütn lägt: 

e"(in cos bx+n sin bi)=rKe** sin(bx+0. 

l 210. S3fü$t W eidc^ond (M) gteic^e 9Bur}c(tt/ fo ift(N) 
feiti i^oOftättbiaetf integral tttclftr. ^tir b=:li t- ^* ^tnini^tn M 
W UiUn erilen QütUt i^on (N) in (c+cOe'»^ wo c+c' (lotf fär 
(ine einzige Sonüante )fi(^(t/ fo bai nnt noc^ n— i wia(tt(frli(9e 
Sonflanten Dor^anben ftnb. 

SBerben ffimmtnc^e ®ttr}cln einanber gleich / fo ift bU t>i>tgeUgte 
eieictittng 9on bcr ^orm : 

hny—nh'^-'j'+Xn— l)h»-Y^ . . • +y(">=0 . • • (P), 

»eil aWbann (M) auf (h-h)»=:0 jttrfldfommt, W fei nttn y=ut, 
woran« y^=ai'+iu^ y''=ui'/+2tV+u''t, n. f. w. ajlacjt mm bann 
i=e^V fo flttbct man, weil t'=:be>»»=ht/ t''=hn . . , t<')=li» t: 

y=ut, y'=l (hu+uO/ y"=^ (h«u+2hu'+o'0 • . . / 

Snrcf^ bie eubftitntion biefer fSetti^e in (P) er^^alten wir eine 
eieidinng/ beren fSmmtlid^e bliebet/ lai le^te u(°) antgenommen/ 
<ic9 gegcnfeitig anfHbtn, t6 ift folglich u(")=:0/ nnb barantf: 

2Da< ooOüSnbige integral ift ba^er: 

y=:u!=(a + bx+cx2 . , , +fx"-Oe"°'* 

»ejiet bie ©lel^nng CM) m ®utjeltt =«/ fo l^at fle Ch— «)■ 
nnter bet ©ejialt h» +Ah°»-'+ . . . +«» }nm ^aftot/ bem bie JDifir 
ferentialgleidSfung »on ber mten Drbnnng h«y+Ah»-'y^ . . . +j(«)=o 

etttfpti*t/ beren aDgemeine« 3ntegraly=(a+bx+cx2. , .+fx«-Oe^ 
ifl. «ngerbem flnb bie gormein y=ce^»», y=c'ek« . , . befonbere 3«* 
tegrale ber gegebenen ©ifferentialgleic^nng/ wo h, I , . . bie n— m 
ungleichen SSurieln ber ®lei4nng (M) be}ei(^nen* S>ai Aggregat 
aSer biefer SBertbe/ n5mlic(> ber ^uiitndi 

worin b, h, . , . f, c, d . ., wia(fibr(t((e (^onfianten unb u,h;i. .. 
bie Sßnr}eln ber ^teid^nng (M) fmb/ wirb Ulftt ber gegebeneit 
S)iferetitialglei(tfnng ebenfaa« ®eoiige leiüeti ttob ifft oonjitobige« 



htt "^Htxn Cxhnntiitn, in^ttfonhttt htt htt }weitem Mt 
3ttU8taI fdtt/ mit ti titn fo ^itU Sottflatiten tntff&U, aU ifft 

B<ifj)lelc. 1. gtf fei y— 2y/+2y//-2y'//+y»v-o. 

SBir iinbett bie a(de6raifdSie ®(eic&ting: 

l-2h+2h2-2h^+h^=(i— h)2(l+h«)=0. 
y=e* (a+bx)4-A cos x + B sin x. 

2. (S6ettfo entfpHc^t ber &Ui(Sfnmi 

a*v+2aay//+yiv=::0. 
T=(A+Bx) cos ax+ (C+Dx) sin ax* 

$. 211. (Si fei bie 3)ifer<tttia(glei(fittii9 t)ott ber nun Orbnitnd: 

Ay+By^+Cy'/+Dy''/ . , . Ny('»)=:X, 

Ui ml^tt X irgenb eine ^tinftion Don x ttttb A/ B/ c « . « coo^ 
Kante QtHtn ftnb* 9Rtt(tip(Uirt matt ttnfere ®(eic{itina mit e^dx/ fo 
mtt^/ mil Ui {tveite ®(ieb XeKix integrabel \9, Ut %niitud: 

(Ay+By'+Cy^' . • ♦ Ny(»))e^«dx 

ebenfaat integra^et feitt. fBlan ntffmt att/ baf Ui 3ntegva( Ui^ 
fette» fei: 

batf S)iferetttia( l^tevott/ nSmtidSi: 

' /hA/y+hB'v/+ . . ♦ +hMy»-^)\ 
"^ \ +A/y/ +B/y// . . . +M//»^) y 

mirb Unn mit bem votigett $(tt0brttc( übereittitimmem 
i^ittani ergeben ftd^ fotgenbe ®(eidSiungen: 

A'=|-; B^=?=^'; C'= ^=5.'; _ . ttnb M'=N; ober; 

A— Bh+Ch«— Dh«+Eh^ , , , , ±Nh»=0. 

S>ie vorgelegte eieid^ung iü l^iernad^ bnrd^ Integration anf fol^ 
genbe/ itm eine Orbnnng niebrigere ®IeidSittng inrutfgef flirrt: 

/e^Xdx=eJ«CA'y+B^y'+ . . . M'j«»-»)), 

ml<lft eine fiftnlidfe Sorm toie bie gegebene ®(ei((nng felbft (at/ 



882 Sott htt eiitttittatiptt (et ttte^tetett ^Itia^ttiti^ 

ittit^iti M(b Utitlbtn Sflet^obe von 9t<ttcttt ititegrirt mttUn tann. 
9(ttf (iefe SBcife fortgefal^rett/ tx>M tttatt etiMidi^ }tt Ut ntiptüm* 
lictiett müdftn x 4tttb y UMtnitn 9telatfott gelangctt. 

9(tiitatt tetflUict^ett focccfTivcti Stttegtatiotten ))orattttel^ittcn/ fatm 
tttati and) fo(gen(ctt ®cg cinfdSiIagcn. anatt fitcde tie ttogUicdcu 
©tttjelwerrtc von h aui A— Bh + Ch2+ . . , jhNh-zzO/ (cftinittte 

A B— 4' 

batiti för Wefc «injclneti ®ert^e bie ©röfcn A^=-|/ b/= -^=^ 

u. f. tv./ toatf (6ett fo DicU erflc ^tttegrale 1)oq Ut %omt 
A'y+B^>'+cy , , , +MV»-» =e-'»«(P+c)/ 

»0 P=/Xe^>dx ttnb c citte tDiorfi^rlic^e Sottflante icbctttct ülimu 
tiirt ittan hierauf tttittdfl bicfev erüeti ^tttegrale eine gleiche %a|al^( 
»on bctt ©rögctt y^°-')/ y(^"^> . • . / f o cr^It ««« Ää« ber »on 
geUgtcn eine $ifercntia(g(eic^ttng/ bereo Orbttnng uitt c^en fo viete 
einleiten niebriger iü/ ali man ®ut|eln ))oo h fettnt/ mitl^itt bad 
9oOflanbig( 3fntegrat fcKfl/ n^enn biefe n SSttr)CIn i&mmtli^ t^on 
efnanber i)erf(tficben fmb. 

93on ber ISümination bei tne^rerett gteic^teitig gege«» 
(enett tinefircn SDtfferetttialgleid^ttngett. 

$. 212« Sentt man }t9ei ®Ieicl^ungen {tDifc^ien x/ y nnb t ffat/ fo 
ftt^rt bie eiimination ))on t anf eine SRcfotion amifdSien x nnb y; 
f ommen aber in ben gegebenen ®(eidSitt»gen S)if etenttaU vor / fo et«» 
forbert ber ^ak&l anbermeitige SRetboben/ um babin jn gelangen. 
e$ feien bie beiben lineSren ®(eic^nngen von ber etilen Orbnnng 
imifd^en brei 9^erSnberIicben : 

(M x+N y)dt+P dx+Q dy=r dt, 
CM,x+N,Y)dl+P,dx+9, dy=r^dn 

0ctiaf t man fneeefTioe dy nnb dx fort unb befreit batfjenige S)if^ 
ferential/ »eld^etf man beibebSU/ von feinen Soeffieienten; fo nebmen 
nnfere ®(eicbnngen nact^ftebenbe ^orm an: 

dx+CPy+<?x)dt=rdt • ♦ • (1), 
dy+CPj+Q.Odt=r,dt • . • (2), 

tvo P/ Q/ P,/ Q,/ 7 nnb r, neue Snnftionen von t vorlleaen* Unter 
biefer ®eflatt/ m mir P/ Q/ p, nnb Q, eonitant voran0fe$cti / 



dtitttntn linearen S)iffeveittiardleidiunoem W9 
m{t(^in Ue ®UidSiiingctt (i) nni (2) ^on Ut Sfotm: 

(ax+by)dt+dx=rdt tttlb (a'x+b^)dl+dy=:r^dt 

fiitb/ l^at D'Aiembert bicfc (|(eic6icttificn 2>tferentfalgleic^uttgctt i)eir* 
mimift fo(genber fiottrcic^en üRet^obe Be^anbelt* OlttUipncirt man 
nimtid) lit imitt ©(eictiung mit einer tin6eilimmtett ®röfie k unb 
abbirt ba0 $robttft )tt ber erflern; fo l^at man: 

Ca+a/li);(^x+c ^S) dt+(dx+lidy)=(r+r»dt. 

3)ad imefte ®Iieb dx+hdy toäxU nnn ofenbar ba« 3)iferentia{ 
Ui erilern fein/ bon bem ^aftor (a+a^ii)dt ab0efe(fen/ »ettn mM 

^_b^ ^^^^ a'k2+(a-bOk=b bStte. 
a+a'k 

Stimmt man baber üatt h eine biefer 9BttrieIn/ fo befommt mm: 

(a+a'k) (x+liy)dt+dx+lidy=(r+T»dt, ober : 
du+(a+a'k)udt=:(T+i:^li)dt / 

nenn man x+ky=:a mad^t. 9i 19 Uid^t^ biefe iineSre ®rei(l^nng iu 
integriren nnb ben Sertb bon u in ^nnfrton ))on t ober x+ky=ft barantf 
berjuleiten. 6e$t man bann na<b nnb nac^ fär k feine beiben ®utitU 
wntttt, fo erb^It man iwiidftn ben SBerSnberUc^en x/ y nnb t jmei 
VtimitiH ^(eictfungen/ Mi benen nod) t jn eliminiren übrig bleibt. 
6tnb bie 9Bur{eIn von k imaginär/ fo fübrt man/ mie fcbon 
f ruber gefcbeben/ flatt ber C^sponentialgrilfien ibre trigonometrifdSien 
SCttdbrficfe eim 

Cfinb gebac^te Snrieln einanber gteidSi/ fo bat man in ber Sb<^t 
nur eine jmifcl^en x, y nnb t be#ebenbe Slefotion; aOein im i^tlio 
genben ^aUe mirb man barantf ben 90ertb einer biefer SBerSnber* 
(icben fnc^en nnb benfelben in eine ber borgelegten Oteictfnngen 
fnbflitniren/ moranf man bie babnrd^ »mifcben tmei SJerfinberticIcn 
erhaltene @(eidSinng i^on 9tenem jn integriren ffat. 

Xnmerfnng. 3n bem ^aO/ mo bie Soefüeienten P/ Q/ 
P./ Q,/ nidjit eottftant finh mnltiplieirt DAiembert bieölei^ 
(finng (1) mit einer nnbeilimmten Snnftion ^ oon t/ nnb abbirt 
ba0 Vrobnft jnr ®Iei(bttng (2). aRan tttfilt babnrd^/ menn 
flatt y tint nene JBerSnberlicöe z mitieljl ber Sletation )=z— *x 
eingefübrt mirb: 

da+(P+P,»)zdl-x[d&+(P+P&)^dl-(Q+9,S^)dtl=(T+T,»)dr. 



2G4 Spn bet SlimittAtton (ei mehreren ^Uidttiti^ 

ettit man Un üRuIcipIifator von x gleich SluO/ wai ttlanit 
ifl/ weil man übtt ^ nac6 93eliebett ))erffigeit fantt: fo itu 
fäOt tttifere ®lcic^ttng in bie betb<n fotgenben: 

dz+(P+P,S^)zdt=(T+T,5r)dt, 

bcren (e|;t<re nur noc6 Me (ciben $ßeränber(i(6<n ^ nnb t 
ent(f5It. könnte man tiefe imeite integtiren/ fo iibt W 
ctitttt fofort z bajtt/ wobnrd^ y=z— &x in eine primitit^e 
eteic^nng jmifc^en j/ x/ t mit imei tviOfä^rlid^en l^oniianten 
überginge* (Sine anbere primitit^e ®letc6nng iwifd^en tiefen 
f&atlaUtn toütU man iid^ antf Ut SHelation (2) oj^ne mitttt 
Integration oerfc^affen. 

$. 213« ij^at man Drei lincSre Gleichungen tmifd^en Pier SBer^ 
änberlicfien z/ x/ j unb t pon ber erflenörbnung/ fo fann man fie 
auf fo(genbe Sorm bringen: 

dz+(P z+9 x+R y)dt=T dt . , . (1), 
dx+(P,z+Q,x+R,y)dt=T,dt • . . (2), 

dy+(P.z+Q.^+R.y)dt=T,,dt . , . (3). 

SefdSir&nren mir uni auf ben ^aüf m bie (Soefftcirntrn Pon 
z/ 7 nnb X conüant $nb/ mitl^in nnfere Otefc^nngen bie Sorm 
Meu: 

Ca x+by +CZ )dt+dx=T dt, 
(a' x+b'y +c'z )dt+dy=T,dt/ 
(a'^x+b''y+c''z)dt+dz=T,,di, 

Sßir mnttipHdren bie ameite Gleichung mit ber unbeflimmteit 
Griffe k/ bie britte mit ber unbeflimmten ®tHt i nnb abbtren bie 
^robnfte }ur erften; e« gibt nn« bie« folgenbetf Slefnrtat: 

(,+,^+,m)l.+^^:^;^:^^ j+-^j^^:^ zjdt 

+dx+kdy + ldz=(T+T>+TJ)dt. 

2>a« !Differentia( be« imifc^en ben ;K(ammern eingeft^loffeneii 
Z^tiH ift dx+kdy+idz/ menn man i nnbkbenS^ebingnngengem&g; 

b+b/k+b//l c + c/k+c//l _ 

a+a/k+a/M-*^' a+a^k+a'/l"' *^<*^"^"^** 

9Ra((t man baber x+ky+iz=u, fo i^at man; 

(a+a'k+a''l)udt+da=(T+T,k+TJ)dt. 



6tdthtntn Untixtn ^iiftxtntlal^Uiäinndtn. M» 

SDttrd^ Integration biefcr le^tern ®Iet(^ung erhält mm a in t 
anifirtröcft/ ober x+ky+iz=f>. S)a We aSejUmninng ))oo t nnb l 
|tt einer &Ui(S)nni ftt(^rt/ morin bie Unbefannte anf ben britten ®rab 
9eigt; fo werben/ »cnn man nact^ nnb na« btefe brei Sßert^einbad 
Sntegral fubfiituirt/ bret ©leicbungen in)if(t^enx/ y/ 1 nnbzjnmSBor^ 
fdSiein fontmen/ meiere man jur SUmination ))on t nnb z (enn^en fann. 

S)ie SäQe/ morin bie Berthe ))on k nnb i imaginär ober ein^ 
anber gleid^ merben / »erben auf Sbnlict^e Seife mie i^re analogen 
im 9orl^ergc^enben Paragraphen 6ebanbelt. 

SRan fann nun biefed SBerfa^ren auf iebe (elieNge %mf)l von 
®(eidEinngen anibe^nen. 

Xnmerfung. 3m ^aOe bie Soeffieienten Httz, y unbxgunN 
tionen ^on t ftnb/ mnltiplieirt man bie Oleid^nngen O) nnb 
(3) (eitigUc^ mit ben unbcjiimmten ^nnftionen ^ nnb ^, 
9on t/ abbirt bie ^robnfte )iir ®Uic&ung (i)/ madfit ferner 
z+^x+^j=u, unb fe^t enbli* in bem SRefuttate bie 6oef^ 
fieienten Don x nnb von y gleich SlnSy mi man megen ber 
ItnbefHmmtdeit ber ^nnfrionen ^ nnb ^, fann* 9Ran er^Sft 
babnrd» bie brei Gleichungen: 

dz +(P+P^S^+P^^S^Jzdt =CT+T,s^+T,,s^,)at, 

dS^,+(P+P,^+P,S^JMl=(9+Q,5r+Q,,Sr;dt 

Sinbet man Berthe pon ^ nnb », meiere ben Reiben legten @UU 
d^nngen genügen / fo mirb bie erfte anf bie SJerSnbertic^en z 
itnb t jnrticfgefit^rte ®(eidSinng integrirt werben filnnen. 

$. 214, ()at man bie Reiben ®tei(|»ungen ber {weiten Orbnttng: 

d2y+(ady+bdx) dl+(cy+gx) dt»=r.Tdt2, 
d2x+(a'dy+bMx)dt+(c'y+g'x)dt«=T^dt2, 

fomac^tman dympdt, dx=qdu 

iDabnrcl^ eri^SIt man twifc^en ben fünf fBer^inberlicfien p/ q/ x/ 
7 nnb t bie Pier Gleic^nngen : 

dp-+-(ap 4-M H-cy H-gx) dt=T dt, 

dy-hCa'p ^-b^q^.c^y^-g'x)dl=T,dt , 

dy — pdt=0/ dx— qdt=0/ 

welche ft(( Mdf ber o(en anleinanber gefegten 9Ret(obe (e^anbeln 
lafTen. 
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aSan Mtf ibaj Ht S^erfa^rcit i^oit DAiembert fi^ auf itU 

licMgenjDrbtttttig ati»<nb<n tSft 



®eometrifcl^e 3(ttfga(cn/ meldSic auf 2)ifferetttialg(e{^ 

4^tttig<it fuMen« 

J. 215. aBctto man in Ux ©leic^ttttg F(x, y, c/)=o einer ^um 
Ut Sonflanten c nacti unb nac^ aOe mSgltcten Sert^i (ei(egt/ fo 
cvIfSIt man ein elftem t^on ^ori^en/ totlifyt fSmmtlic^ )n berfelben 
Gattung gehören. SDlon foa non bie ^uxHf mli^< ein folc^etf 69it<m 
|t einerlei Gattung gehöriger Snr^en nnter einem gegebenen SBinfel 
fcl^neibetf b* ff. iene Snroe/ »eictie man Xraieetorie nennt/ 
^nben; biefetbe bei^t orthogonal ober ved^tminftig/ menn iener 
9Binfel ein rechter ifl. 

e« fei F(Y,x,c)=o Ut ©leicbnng; aui »eWer bnr* fneceffibe 
S(enbernng ^on c bat 6DÜem ber Sunden oon berfelben Gattung ent^ 
fttffu %üt einen gemiifen Bertb oon c nimmt bie bnrc^fc^nittene 
Snrve eine befHmmte £age am (^ig. 53) am Siebt man nnn in bem 
S>ur(bfcbnitt«pnnft m biefer &inie nnb ber gefachten ICraJeetorie dm 
an beibe Snroen bie S3erfibrenben mt^ nnb mt; fo foO ber S3ebin' 
gnng ber Aufgabe )nfo(ge ber SBinfet t^Mt im gegebenen Sßinfet 
gleicl» fein* S3e)ei(tfnet man baber iit trigonometrifctfe S;angente 
biefel BinltW mit a/ fo ifi/ megen: 

tang T'MT=tang(MTP— MT'P) : 

a=J^ Ober (i+T/yOa+T'-y'=o • . . (1). 

9Ran mu$ i^ier 7 nnb x fiatt y nnb x fdSireiben/ mit im fünfte 
M bie bnrd^fd^neibenbe nnb bnrdSifcl^nittene Snroe biefe(ben Soorbinaten 
ffahtn. eUminitt man bi<ranf smifcben ber eieicbnng (i) uttb 
ber ©leidSinng F(y, x/ c)=o bie Conftante c, fo W man bie 5)ifFereit^ 
tialgleiddnng ber gefncbten Snroe. 

60a bie Xraieetorie ortbogonal merben/ fo gei^t bie ®Miltung 
(1) in i+T'y^==o • . . (2) über. 

SBeifpieU: 1. S)ie Snroe jn finben: meiere ba4 69#em ter 
geraben ßinien y=cX redftminfttg fc^neibet- C« folgt hieran« t'=c. 
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mM(i W&Ui^nm (2) wirb: i+cy/=o. eßtttittirt matttarattd c 
wittrW y="/ fo fommt xdx+ydy=o; muui x^ + y^ = A^. ©ie 
Zuitctotit ifl alfo ein Attii mit »elicMgem SHabitttf. 

000 baflcgen bat 09Üem b<r geraben £itiien ttnter tlnm gcgco 
»enett mnUh befTeti trigonometrifc^e Sangente a ift/ gefctfnitun 
werben; fo er^ütt man/ »enn man bie nfimlic^e SHec^nnng mit ber 
0(eic^nng (i) madfit/ bie l^omogene iDiifetentia(g(eic^nng: 

y+aiL=y'(x— ay)» 

S)ad 3ntegtal berfeKen; 

al(cr(x*+y2)=arc ^Ctang= »l-) 

ifl bie ®{ei(l^ttng ber (ogaritNifdSien 6pita(e. 

2. $iiv bie ®Ieid^nng T»x»=c/ »elc^e ber Familie ber ^^^ 
Vttitln nnb $ara6eln ange^ürt/ gibt biefelbe Stect^nnng bie l^omogene 
9)ifferentia(gteic6nng: 

(nx+amy)y'=ani — my» 

GoQ bie 3;raie(torie orthogonal mxltn, fo (at man inyy/=nx« 
S)a« 3f«tegral tieoon iH my2_nx?=Ä. / moranO folgt/ bag bie gefnd&te 
iSnroe eine gemü^nlic^e ()9perbet ober eine eoipfe ifl/ ie nadfibem n 
yofitio ober negatio mirb. 

3* iDie ortl^ogonale S^rajeetorie be« .KreifeO y2=2cx— x» i^ ein 
anberer Stttii; ber 7^+x*=Ay )nr ®Ieic{inng dat. !Dlan eonflrnirt 
benfe((en/ menn «an einen beliebigen Vnnft ber 9(d^fe ber j inm 
aSittelpnnft nnb ben Xbüanb betreiben wm Urfprnng jnm ^alimtfftt 
nimmt* 

4, 9)ie orthogonale Xraleetorie für ein 69fiem um einen ge^ 
mdnfamen SDlittelpunft conftrnirter Sbnlic{^er SOipfen/ »o mithin 

ba«S3er(f8Itniji berX(|»fen-^=n bafTelbe. bleibt/ jn finbem aRan 

bat T=ny"(a2— x2), an4 welcher ©leicbnng bnr* «enbernng oon 

• W steige »»n €öi»f^it mfit^t, fantt t'= ^. ^^^j. , S)fe 

SHf(retitia(0(({(^itng ter gcfnd^teti £«aj«torie iH (ietnad^ d< ^= Y« 
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Hnmtttnui. ®e(fett Me eotpfen in greife fi^et/ fo ift 
n=:— =1; bal^er bie ®(eic6ttttg bet ortl^oaonateti ZrajiectoHe 
y=cx/ tt)a$ mit 9Cuf9a6e i übereinflimmr. 

§« 216« ^anUlt <i ftd^ (atuitt/ eine (InxH )n iinben/ beren 
®u(tangente/ Zan^mt ober eine anberc ^üliilMt einer gegebenen 
Sfunftion g? i)on z unb 7 fei; fo ffat man ti mit ber Integration 
folgenber Sindbrucfe y=}V/ yK(i+y^^)=y^<;p • • ♦ jn tbnn» e< ifl 
bieJ ber @runb/ »arnm man iit Integration ber S)iiferentta(g(ei# 
c^nngen i)on ber erden Orbnnng anct» bie umgefe^rte 9Ret^obe ber 
Sangenten genannt ^at* 

(Sf mhtn bieruber ie^t einige 93eifpieU folgen« 2>ie d^nn^e )it 
Ünben/ bei »e(ctier bie &nmmt t ber KbfeifTe nnb ber 6ttbnormaIe )tt 
ber Wormale n in einer gewiffen SRelation n=g)t flebt. ©a t=x+yy' 
nnb n=yr(i+y'^) Id/ fo rebueirt ftc^i bie «ufldfung anf bie ^mt^ 
gration ber @teicbnng: 

000 bie Stormale bie mittlere proportionale }t9if(6en einer ge« 
gebenen £inie 2p nnb ber 6nmme ber SibfeifTe nnb 6nbnorma(c 
fein/ fo M man: 

y»(l +y'2) = 2p(^+yy/)^ 

3nbem man btefe OUic^nng in SSetng anf yy^ anßitf finbetman: 
p — ^yy^ 

»0 ba« erjle ©rieb bie nnmittelbare ©erioirte »on KCpMp»— y^ 
tfl. 5)a« PoDjlänbige 3ntegral ifi baber ;^Cp2+2px— y2)=a— x, 
ober/ »enn man auftf £Xnabrat erbebt nnb c fiatt a+p fdSireibt/ 

y*+x2 — ^2cx+c2 — ^2pc=0« 

S)ie gefncbte (Snroe if{ bemnad^ ein Xttii, beffen SRittelpnnft 
ein beliebiger $ttnft ber $(cbfe ber x nnb beffen 9labin9 bie mittlere 
proportionale smifdt^en 2p nnb bem Sibjianbe biefe« $nnfte« vom 
Urfprnng iit. 

Stnmerfnng« 60a bie Sibfdjfe bermebrt nm bie 6nbnorm«lc 
tn ber Slormalen ein beßSnbiged SßttHitni9 a (aben/ fo er^Slt 
man bie bomogene ©leicbnng : 

aCx+yyO=y(l+y'2)5, 



^ weI4e auf ^ifftttntUlilti^nn^tn füixtn. soo 

(fittag eia<tf Greife! S)ie ftcfonbere Ktt^öfutid; mtdft nnitttt 
©IffewtitfalgUic^ttttg <Jenfaa« ©cttfige tl^ttt, tjl (i— a«)y2=a2x2, 
t. 1^. ein en^m t>on }»ci geraben iinitn. 

§. 217. 3)ie ettrt^e }tt unten / Ui meieret bie ^on mi feiten 
$nnften an« auf ifftt ßmmtü(fftn S^erö^renben gefSOten 6enfrec6ten 
ein eonftante^ SRec^tect =k bt(ben* 9B&(i(t man lU 93erbinbttng<# 
linie Ht jmei feflen fünfte tnr MbfcifTenactife unt einen feetffe((en 
^um Urfptfnng/ von »elc^em ber anberc nm 2aa6fle^t; fotflber99e^ 
Eingang Der Xnfgabe jufolge : 

iDiefe ®(eic^nng \olxt> integvirt/ totnn man fit ^ontH biferen^ 
tiitt^at; man txff&U babnrc^/ »eil y'^ ein gemeinfamet ^aftor wtrb^ 
bie Reiben eteie^nngen: 

y"=0 nnb —X (2ay^+y— y^x)+(y— y/x)(2a— x)=:2ky^ , . . (2). 

S>ie etile gi^t y^=c/ wobnrc^ bie t^orgelegte in: 

(2ac+y— cx)(y— cx)=h(l+cO 

übttittUf mi smei geraben Sinien entfprid^t 

SGSad bie euid^nng (2) anlangt/ fo et^It man/ »enn man ben 
SDenlf i^on y' baran« nimmt/ ioldttn in (i) fnbilitnirt nnb babei x 
mit x+a mtanfdSit: 

y2(a»+k)+x2=k(a2+li). 

9i iü bie« bie OteidSinng einer Saipfe / »elcfie bie beiben feüen 
Vnnfte }tt SBrennpnnften nnb K0^ + a*) ttnb K^ no b^lben 
«d^fen ffüu S)iefe Snroe bilbet bie befonbere Vnfliffnng ber Aufgabe 
ttnb gebt Mi bem Üetigen iDnrc^fctinitte ber in bem aOgemeinen 3n« 
tegral entbattenen ®eraben b<t^Por. 

S. 218. 5Die ^utH jn ^nben / bei weicher itcb ber Krümmung«" 
(albmeifer )nr9torma(e »ie n:i Htft&lu 9Ran bat; 

IL et. 31. iBll«. <9 
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r(cy-r - 1 

gut n=— 1 iüHtt »itf dx= y^x^j^ a^ / mtMi tW* Stttf* 

^ration y^Cx— cO^=c; ti< ititt(t)tt Snm i^ mithin ein Xuli, 
Itfltn mitttlpwU «Itf feer mcifltM<itii iitiu 

gar n=+i ta5<ii »Ir dx=pr^J— j^/ woran«/ ««t^^em c^ 
für c d(f($t »or^tn/ tnrc^ Sntcfiration (ntjie^t: 

tie d(fit(6t( &tn<( iit <(^f^ <i<*^ X(tt(ti(inic. 

«nmerfitiift. gfär n=+2 M«n »if di= -p^i^ / wor- 
an« wir/ wenn integrirt nnt-^fürc 8<f<^t Wirt/ Unten: 

(x-c02=4cCy— c); 

t{( 8(fn(|fte Snroe iß alfo in tiefem SaOe eine ivn^nUiftt 

$ara6el. 
§. 219. eine enroe MN(gfig. «4) ifl gegeJen; man foO bie 
{inm mn »on folc^er »efc^alfenteit unten/ tau/ wenn von einem 
fünfte M ter gegebenen Snroe eine eenfrec^te md auf tie inge^Sride 
£>rtinatc mp errichtet nnt ter Sntonnft d mit tem ^nrc^fc^nittc 
m ter gefttd^ten Snrve nnt ter £>rtinate mp oer^nnten Wirt/ tie 
SSertintnngdUnie Dm tiefe €nroe inmterfi^re. e« fei T=:9>x 
tie md^uH ter segeaenen nnt y tie Ortinate ter sefnc^ten €am, 
®er S^etinfinns ter «ufgate jnfoige l^at man: 

^=IziZoter ^ + -2^-^/ 

dx a dx a a 

welche« tie S)iferentiard(ei(&ttttg ter gefnc^ten Snroe ifi. 

3li t- 9$. tie gegetene Sinie eine turc^ ten ttrfprnng geMte 

©erate/ fo ijl T=bx ««^ 5^ + -f- = x» »ow«* *«''* 3ntegr«tiott 

y=b(x — a) H e T, 

a 



»eld^e auf ^xfftttnHaliltid^undtn f&ittn* soi 

911 Me mtUnt ginie eine l^ogariti^mtfdSieeinie ttnb Y=ae'^ i(rc 
®Ie{($ttttd; fo ünbet man: 

y=|ae a + — e a * 

^nrntttum. €oU bie gcfitcfitc iSttm tie lodarUi^mifdde Sittie 
auf Ut OtUnatenaddfe fcdnei^ett/ fo ntttg Y=y für x=o 
merDcn; bietf gibt tin« bie SBebittdtttifiJgleic^iittd: 

SGStrb bUfer 9Bert( in lit itfnnUnt etti^Mi inmtnitt, fo 
M matt: 

y={a^e:rH-e "'■t)/ 

welche« lit &Ui<i)nni einer ^ettenlinie ifl. 

$« 220. 2)er Sefct fann üd^ nod^ in bcr «n^üfnna fol^enbcr 
Vttfdaben fiten: 

1* 9$ei ml^it ^nwt iü »ie enbnormare fitti Ut Wiclfd ilti^. 

2. 3)te iSnroe in finben/ »<i welcher lU aM einem gesebenen 
Vnnfte anf i^re 9$erfi(irenben defSOten 6enftedSiten fSmmtUdft einander 
Sleidft finb. 

3. 2)ie (^nroe )tt (efUmmen/ iei welcher Ux Xtümmum^Wi^ 
meffer bem Sn(n« ber 9{orma(e proportional iü* 

4. 3)te C^nroe )n ^nben; (ei »etdSier ba« Cnabrat be< Xxüm^ 
mnns^f^aKmefer« Ut 9(bfeife proportional ifl. 



»^« 
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a02 Sott hin i^oltflinhidtn 2)iffetetttia((|(ei(ftutt(|em 



Sntegratiott Uv ©iffetentialgleic^ttnöeti mit >re( 
SevanberU^en. 



S3on bco i)o(lft{inbtgcn 3>iff<rettt{a(gle<(l^ttttgeti. 

$. 221« ()at man W ®UiC|tttlg dz=rpdx+qdy/ 190 p tttib q 

Mo« X ttttb 7 ent^atutt; fo iü z attf eine Suiiftion 9ott jmei ttnter 
cfttanbev ttna(^Sitgig<tt 9^er<{nb<t(idSieit x mi j anttifel^en. S>ic 3tt«- 
tesratioti einer fold^en 3)ifferentia(fl(e{dSittn0 ifi int $. 177 gelehrt 
mxUxif m ingleic^ nad^amiefen »urbe/ lai im ^aOe biefe 3ntc^ 
gration müglicfi iü/ bie S^ebtngnng: 

dy dx • • • ^^^^ 

erftiOt »erben mn0, ®efc^ie(t biefer Sieration nic{^t ®eniifle/ fo 
Um man baran« fc^tiefen/ bag pdx+qdy fein ooSIt&nbigetf S>ife# 
rential oon z=f(x/ y) fei. &o ).- 93. (fa6en mir an bem angefS^r^ 
ten Orte gefnnben/ baj baO integral oon: 

^^^ rÖ+I^ +adx+2bydy ijl: 
z=:by2 + ax + Ic [x + r(l+x")]. 

§. 222. ()at bie 2)iferentialgUicl^nng bie ®efia(t: 

Pdx+Qdy+Rdz = 0, 

m P/ Q nnb R bie S3er&nber(icl^en x/ y, z ingleic^ entl^alten ; fo 
fann vxMi fte nnter bie ^orm bringen : 

P O 

dz = pdx+qdy, menn man P=— r*/ ^~~"r ^*^^* 



8)ptt htn ^oUftänhi^tn S)iffevetttiald(eid^uttdett* 803 

mn Ut tin \>i>U&n^iiti JDifferctitiar/ w<ött^=^fjt. «aeln 

im gefienwSrtigen %aUt, m Uut Ut Sdinajime P/ Q/ R bie brei 
SBerSnberlictfen x, y ttnb z )U(|(cicl^ cntl^altett / mu% um bei ben att# 
seiddteit iDifcrctttiatiotten auc^ z i^arriitett (afTctt/ »a« ttn4 flau 

ober/ »(00 fär p mt q i(ire Scrt^e fu^^itoirt mtUnx 

all S$((iodoogtfg{(i(^ong giat/Wdd^e (efrUttgt ivcrbeo ntuf/tamit (ioe 
(itiiifle ®raab8((id^oog {tvifc^eo trei SSeräotietHc^eo a» ^otegrat 
\tt vordcUgtco $)iif<r(ntia(flI(ic^ottfl 6etra((t(t tvetteo (ano. 

J. 223. 3# n Ux ^aftor/ »er^fcr Pdx+Qdy+Rdz=o )u (ioeoi 
i>oBft8o>ifl<o SDiffereotial wo f(x, y/ z)=o mat^t; f» mog/ »eoo x 
aM »«Wobifl aoÄ<ft^«o «>lrt/ /MQdy+/<Rdz=o «Itt »oUjlSn^lgt« SDif* 
fmntiat io 93()09 auf 7 m\> z (eio: ft^otic^cl flilt/ »tno oian ftatt 
X fo»o^( 7 all z all UUv^Hi aofe^eo »oOte. @l mäffco ^Uroac^ 
fotgeote 93(t)iodaflg(o (rfÖOt wcrbco: 

A'fiVi. A-fiQ d . A^P _d.//R d.^Q _d»^P . 

— i — = — ; — *•/ — : — — 1 — / — j — ^ — — j — / OPJF} 

dy dz 'dz dx dx dy 

rdR dQ1_^d/t d^ \ 

adF~dFj-^di-^dF 

'^Ldz dxj dz dz ( 

rdo dP-l_ d^ d£*l 

adr-d7J-^dy-<?dil 

mUipUcivt mm W erft< titfttr ©ttlc^oogeo oiit P, W peitt 
mit Q nnD bU dritte mit R 00b abtirt tU Vrobofte; fo »({iUmao 
>le «Rrtatloo (2) wiel)«/ we(*<r t)«moa(^ l»i< gegeteo« ©W^oog 
anfangl ©eoögc Wfttw oio«/ tamit fle »trotinrtft «foel gfaftor« <fo 
»oaftäol>ig<l !©iff<r««lal »<rt«o Woo«. SBir f<^<o ^ttrawl/ taf 
iwmtn Un 3)if(r(atiaIgr(i(^aog(0 mit iwei JBcrSotxrdc^co oob 
jcnro mit Uti Sßtt&nUtÜd^tn (io imctUnimn^tt ttoterfc^itb ((» 
#e^t/ iobm beo «rjlero Jeberjeit «io« gtojiff« ptimiti»« Sl«ratiott 
jwif<^<o U» miAUla 0riljl<o % utA 7 «otft>ri*t, »fi^rtob Un 
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Untern nut Hnn eine aeftimmte SRelatiott jiDifclieii Un uxHUu 
Udftn eti^n n/j ttnb z ittfommt/ »etm bie ®Iei((»ttg (2) »efrte-^ 
biflt iDirb. 

\. 224« Senn in ber gegebenen SDiferentialgleicbnng bie 2)ife# 
rentiale dx/ dy nnb dz ben erflen ®rab überüeigen/ fo mng iie ^^f 
wenn fte i)on einer primitiven OUid^nng l^errübren foO^ i^or %am 
anf bie gorm Pdx+Qdy+Raz=o inrürfföbren raffen; ober »a« einerlei 
iü/ bei ber $(tt09fnn0 berfe(ben in S$e{ng anf ein« ber S)ifferentiaU 
muffen bie beiben anbern ^m 9Bnr)e(ieidSiett frei fein; nnfere iDif# 
ferentialgteidSinng ifl mitbin integrirbar/ menn fie ii(|i in rationale 
^aftoren {erlegen lügt. Sür: 

Adx24-Bdy2-f-Cdz2-f-Ddxdy4-Edxdy4-Fdjdz=0 }# SJ. 

erb^lt man/ mm .fie in SBetng anf dz anfgelStft mirb/ folgenbc 
SSnrielgri^ge: 

f"[(E^4AC)dx»-f-2(EF— 2DC)dxdy4-(F«— 4BC)dy2], 

fo baf bie ^Differentiale mit bem SSnrielteicben behaftet bleiben^ 
menn man nicbt bat: 

(EF-2DC)2-(E2--4AC)CF2-4BC)=0 . . , (4). 

Sßirb biefe Sßebingnngtfgleicbnng befriebigt/ fo finb smei ®lei^ 
(bnngen oon ber gorm Pdx+9dy+Rdz=o an integriren. 

\. 22S. eefcbiebt ber Slelation (2) @enäge/ fo b&ogt bie ^n^ 
tegration einer ®leicbung mit brei 33frSnberlic^en Pdx+Qdy+Rdz=o 
9on berjienigen einer ®leicbnng mit jmei SBerfinberlicben ab* 9Raii 
üebt nämlicb tnoorberfl eine ber S3erSnberlicben/ tma z, aU iu 
ftSnbig an t »ä« Pdx4-Qdy=iO gibt. 3fl iU nnn berjenige gaf tot/ 
»elcber bie JDifferentialgleicbnng Pdx^-Qdyrro tntegrirbar maclit; 
fo erbSlt man/ »enn /(i"PdxH-^9dy)=u gefebt mirb/ ba« integral 
U4-z=0/ mo z einej bloge gnnftion oon z bebentet. S>ifferentUrt 
man bieranf biefe« integral/ inbem man x/ y nnb z ingleicb A(d 

oeränberlicb Jetracbtet/ nnb erwägt/ bag ^^rz^p, ^— ^q iH* 
fo bat mM bie ®lei(bnng : 



^Pdx+;.9dy+(52 + g)d 



z=0/ 



ati« Imn ntHtiättnUt SufammettUcatttig mit Ut mthntn folgt : 

— =uB— — 
dz * dz* 

3)amit ttttn z it^immt mtUn ttnnt/ mitg fid^ Ut imitt Xl^cU 
Ut imuttk ®Uidinni auf eine %nnUion ^cn z mt> z r<budten/ 
mniifttni , »eitn man baraui y mittelfl ter ^Uid^nng u + z = o 
»egfc^aft. 

% tt m e r r ti tt g* S)ie 3itt<gratioti tö0t fi(6 alfo Ifticr auf brderlei 
Krt (merffteOigcn/ i< nacktem man tamtUt z ober 7 oben 
aM (onjlant (<tra(6tet; man mitb a6er immer biefel^e Sfnte^ 
grargleicfinng cri^arten. 

§. 226« !ßir tooOen nttn Ui SBorgetragene attf einige %i\\^\iH 
anwenden; 

!♦ C« fei X dx(y4-z)-f-d)r(x+z)-f-dz(xH-y)=0. 

3)ie 9$ebingttng0glei(^ung (2) mirb »efriebigt* eet^t man z eon^ 
#attt/ fo fommt: 
dx(y4.z)-Hdy(x4.z)=o, beffen 3tttegrat ijlj (x4-z)(y-hz)=z. 

Um bie Sunftion z ^it bejiimmen/ bifferentiire man biefe« 3n^ 
tfgral nnb i^ergleidSie ba« SRefuUat mit ber vorgelegten ®(eic^nng; 
Herbnrd^ erdSit man dz=2zdz nnb iHerati< z=::z^+c. 9)atf gefachte 
Sntegrar iU fotgltdj xz4.yzH-xy=c. 

2. 60 fei (x2-f-y«)dz=Cz— c)CxdxH-ydy>. 

9)ie 9$ebingung0grei(finng (2) mirb erfiiat. 3nbem man dz=a 
fe$t nnb integrlrt/ flnbet man j.^'\-^'h=[L\ SBirb biefe« 3ntegra( 
biferentiirt/ nnb ba« Stefnitat mit ber gegebenen ®Ui(|»nng ber^ 
gWdien; fo i^at mwi zdz=(z--c)dZ/ woran« z=a(z— c). 2)aft 
»erlangte 3ntegral ift biernacj^ x24.y2=A2(z— c)?, 

3. 3)er 2)tfferentialg(ei(l^mtg 
(ya4.yz4.z2)dx4-Cx24-xz4-z2)dy4-Cx2-f-xyH-y»)dz=0 

entfpric^t eine 9rnnbgleid[inng/ mei( ber 9teIation (2) ®enttge ge# 
fc^ie^t. Um biefe ®mnbglei(^nng }n fitiben/ mac^e mwi dz=Oc/ 
mobnrc{^ man er(S(t; 

dx dy _ 

X2+XZ + z2 '^" y2+yz + z2 ~^* 



»(tut man itt&äfi^tiit/ »af an« bcr aUmtintn ^orad : 



— (-«=r?iSfrn)- 



iii+n=arc 



!Seil (ier ber Sßogen eine ^atittiott i^on z ift, fo i#« auc^ feioc 
Santente / iinb man fatttt/ tocnn ber Sleiiner =9^ temac^t toirb/ fe^en : 
(x+y + z)z _ (x+y-hz)z _^ ,. 

z^ — xz — zy — 2xy ^ 

Sßitb biefe ®Ui((utig bif erenttitt / ber 9lenncr ^^ toeggefcdaft/ 
Ui SRefuItat bann mit ber ^otgeUgteo OUict^nng/ oac^bem fe mit 
2z mnUiplicirt morben/ t)er8(t((ett; fo finbet man: 

2(x>z+3xyz4'y2z+z2x+z2y+X7+y«x)dz+gp2.dZ=0. 

S)iefe ®I(ic^ung 9ermanbe(t ftc^/ toenn man #att 9^ fdnett ®ert^ 
an< (a) fttbfiituitt unb beo gemeiof((iaftU((ien $a(tor X-1-7 + & 
»cgISSt/ in: 

2(xy+yz-hxz)Z2dz+(x+y+z)z».dZ=0. 

Sfnbem man (ietin ben an« (a) entnommenen S)ert( 

z^Z— z2— 2xyZ 

einf%t/ ben gemeinf(^aftti((»en Sfaftor 2ZCz2— xy) unterbirficftA 

bat man: 

z (z—i) dz + zdz = 0* i^leran« : 

^ = ^ _ J^, ttttb bttt* Sntegtatiott «=5^ obet z= ^^. 

S>a« gefugte äntegrat i^ fotgU^: 

xy4.xz+ yz=c(x+7+z), 
4. (ii fet (xdx+ydy)2— z?dzt=0. SRan (M Wt 
(xdx+jdy-l-zdzXxdx+ycly— zdz)=^. 



2)er crüe ^aftor gibt ta« ^nttitali 

^^^^ =c/iitib ber ittelte ba< Stttegtal: ^^^^^ — ^ =c'. 

3febei{ biefer itiUn ^ntegtaU/ fo »ie batf ^robnft bctfelbett 
befricbigt bie gegebene S)iferentialgIc{c|ittn0. 

§. 227* ©fe Im ©orftejcttbctt für PdxH-QdyH-Rdx=o gelehrte 
3fntcgrat(ott<met(iobe tantt aucf^ befolgt iDcrbeti/ n^enti bie S3ebingttttg<# 
gletc^tttig (2) niclit befriebigt »itb. S>enn itttegtirt man juetjt/ 
tnbem man eine ber aSeränberUc^en/ ). S3. ^ ald conHant betrachtete 
nnb bejeicbnet mit uh-z=o bie ©rnnbgUid&nng fßr ^Pdx-f-^9dy=0/ 
m // ben tu biefer ^Integration nStbigen ^aftor barfieOt/ nnb bif# 
ferentiirt bann itnt ®rttnbgltic|iung nad^ x/ y nnb z jngleict^; fo 
crbStt man bei ber i^erg(ei((ienben Sufammenf^eflnng be« SRefnItat« 
mit ber vorgelegten ©Uic^nng : 

dz_ „ du .^. 

i^ier mirb ü(( )toar ^H— ^ nlcf^t mebr anf eine bloSe ^unttion 

von z rebnciren/ »ie biefe« ber ^aO ij{/ »enn bie SJebingnngtfgleic^ttng 
(2) erfuKt mirb. 2)ejfennngeac^tet mirb/ menn man z=zg>z fe$t/ 
U+Zmo bie vorgelegte ®Ieicbnng befriebigen/ mofern }tt gUid^er 
Seit ber Slelatlon (5) entfproc^en mirb. S>ad etilem ber beiben 
0(ei((ittngen : 

ü+gjz=0,^+g»'z^^B ... (6) 

genfigt alfo ber gegebenen 2)iferentia(g(ei((ttttg/ von mct((ier SBefc^af«* 
fenbeit bie ^nnftion g> anc^ fein mag. 

S)ieienigett Oleic^nngen/ »etd^e bie 93ebingnng<glel((ttng C2) 
ttic^t befriebigten/ nannte man ebemaltf abfnrbe ©reic^nngen; man 
nabm an/ baf üe feine 93ebentung bitten nnb baf (ein einer 9(nf[üfnng 
f&bigei) Vrobrem }u bergUi((ien Stefationen ffibren tonnte / bie man 
biernacb a» jn ber Xlaflfe ber imaginSren Prüfen gebSrig betrachtete* 
9Ronge bemietf bat ^ftrige biefer «nftdbt/ inbem er )eigte/ baf fotcden 
9te(ationen ein 6«üem von }mei ©(eid^nngen Genüge (eiflet. 

§. 228« 6tt(bt man eine (rnmme OberflScbe/ melcbe gemiffe S^t^ 
bingnngen erfüQen foD/ nnb gelangt man babnrcb/ bai man bieft 
lebtern in bie anafvtifebe Gpracde fibertrSgt/ in einer !Differentiaf# 



st>8 dntedtatiott btt partiellen Sifferentidldleid^ttitseit 

iM^um jwifct^eti Un (Soorbinatcn x/ 7 unb z; fo »erben bie frag'' 
(icben fünfte im Slanme/ »ofern bie 95ebingttng<gleic|ittng (2) nn^ 
(efriebigt Mei^t/ nic^t medr einer trummen Oitxfl&dit angeboren/ 
fonbern eine boppeft gerrnmnue ^ut^t ^tftcUtn , inbem um \m\ 
®(ei(t^ungen j{att einer einzigen bafur gefunben bat» Ueberbied tf 
ei{ megen ber aBiafiibrlicbreit un q> nicbt lUi eine 6:urbe/ toelcbe 
bem Problem genügt/ fonbern eine nnenblicf^e Mniab( t)on boppett 
gefrümmten Sinien/ me(c(ie eine gemeinfcbaft(ic(ie Sigenfcliaft beft^em 

»eifpiele: 1. 5nr zdx4-xdy-f-jdz=::0 flnbet man: 

/^=x-V y+zlx=U* 

iS)atf 6«flem ber ©(eicbungen: 

y-}-zlxH-^z=0 / lx-t-^'z=yx""' 

befriebigt baber bie vorgelegte 2)ifferentialgleic^ttng. 

2. gtlr [x(x— a)-f-y(y— b)]dz=Cz— c)(xdxH-xd)) 

bat man ^m=:(z— c)-» ; monacl^ ber Inbegriff ber beibe» ©leicbungen : 

x8+y2^2^z=0/ Cz— c)^^z+x(x— a)+y(y— b)=0 

bai{ Sfntegral ifl. 

3. dz— xy(xdx+ydy)=o i^at ^ttm 3tttegral ba« 6«jlem ber 
®Ie{cbnngen: 

Z=fCx2+y2),^=f/(^i+y2), 

4. gfir dz— xy(dx— dy)=o flnbet man ba< Sntegral: 

z=f(x-'y)/ xy=fy(x— y). 

9(nm er (ting. S)a4 6«flem bet beiben te^tero Gteicdnngeti 
entfpri((it einer boppelt gefrfimmten Surpe/ »e(((ie auf einet 
^DtinberflScbe (iegt/ beren $((bfe in bet ebene xy mit ber 
%^\t ber X einen SSinfel bon 45^ bi(bet. SDie Vroieetioti 
biefer Snrbe b^ogt bon ber ®mnbflS($e be« ^«Hnber« ab. 

3ftttegration ber partieUen 2)ifferentialgtei(^ttngen 
^^Xi ber erflen Orbnnng* 

f. 229. 9Bir geben iebt snr «nffnc^nng ber Sfttn(ti4)nen poti 
tmei »er«nber«cben z=:f (x, y) «ber/ menn man einen Ibrer partieDeii 
^iffereittialeoefüeienten p nnb q ber erflen Orbnung ober eine bloge 
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Steration }mif(|fett Un^tttn iau 93etra(6ten »tr }itt)Srterit Un %üU^ 
m q in Ut Stelatioo/ ttSmlict^ F(p/ x, j, z)=0/ nietet Dorfommr. 
S)a bie SBerSntet(ic|ieti x uttb y in bettt gefttc^ten integral z=((x/ 7) 
satt} onab^ütigig 9ott eioanbet jittb/ mithin bie eine oHt tie anbete 
9atiircn (ann; fo »irb ttnfere 2)ifer(ntia(0{eid^ttng F=0/ bie q 
ni((it ent^ült/ fid^ bM auf ben ?aa (ejieben/ in metc^em flc^ixunb 
z aOein it&nUtt (aben. (Stf ^anbcir ftc^ alfo batuni/ in bicfet 

dz 

&Uidfuni p=^ }tt f^$^ti unb bann }t9ifc|icn ben SBariabeln z nnb 

z }n integriren/ inbm man 7 aU conjlant anfiebt. S)U Um Sntt* 
gral bitttuiufügcnbe (lonftanu »irb aldbann bnrdd eine büOig unbu 
9immu ^nnltion bon j, bie butcO g)j batgeficat fein mag/ bemeten* 
Um folglich bie ®(eic|inng F(p/ x, j, z)=o )tt integriren/ muf man 
P mittetfl ber Slelation dz=pdx eliminiren/ \itunf pr ^Integration 
fc^reiten/ toobei 7 conüant angefeben mirb/ nnb enbiic^ bie toiiU 
(fibrUcde Snttftion ^7 binjuabbiren* 

§. 230. ein Sbntid^e« Sßerfabreti n)irb man befolge»/ toenn eine 
©Uici^ttng bon ber 5orm F(q/ x, ?/ z)=o jn integriren loSre. 

»eifplele: 1. 2)a< ^ntegrat bon x=pr(x2+7^) ift: 
2. gär pr(a2— 7»— xO=a flnbet man: 

z=a . aic ^sin = ^^^_^t^ + W« 

3» e< fei qx7+az=o. 3tt«flrirt man xyd2+ azd7=0/ inbem 
mM X m eonflant anflebt; fo erbSu man eM''==^x* 
4. pCj2+x2)=72+z2 gibt bie homogene ©leidmag: 
(72+x2)d2=(7*+z*)dx, beren 3ftttegrat ift: 

jTtangrsz — J — -arc r tang= — J=^J/ Ober: 
arc (tang= l^^y=q,Y OlXT ^^=^ =tf y. 

0Ut(^ilii0(tt fi<^ üiätt «oO^fobig iougritdi (aifcii/ »U IM 
§. », mit P=ijV^ »fc«? y?dx=x»dz+«*dz btt 5«D i#. 

iDa< 3tit(dra( »irb aUbattn mt mittüft t\»tt fRtiU ^ovgc« 
fl<at Wdrbnt f9nit(it. 



arc 
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l 231, »ic 01e{*nng Pp+Qq=R/ »o P/ Q tinb R mUiät 
x; 7/ z entfyalte»/ iil bU aOgemeinfie / meiere man mü^tn Un 2)i^ 
ferentialcoeffictcntcti ber erüen Otbnung p unb q batest fatiO/ toeoti 
biefe nic^t ben erflcit ®rab überileigett. etimitiirt man p miml9 
ber SRetotton dz=pdx+qdj/ fo befommt man: 

Pdz— Rdx=q(Pdy--QdO ..♦(!); 

S)iefer OUict^utid; »otitt q ttttbeiHmmt ifl/ M matt nun auf bie 
aOgettteinfle Seife }u itnUtn* 6tab j[e$t P/ 9 ttob R berge^alt 
befcliaffeti/ bafi Pdz— Rdx nttr z unb x, «tib Pdy— Qdx nttt y iitib 
X entb^H; fo gibt ti einen ^aftor /// »elc^er Pdj— Qdx=o nnb 
einen ^attot //^ »eitler Pdz— Rdx = o junt genanen 3)ifferential 
tttacbt. Sbtiüätntt man biefe Differentiale mit d()=o nnb d;K=0/ 

fo M man Pdy — Qdx=— d() nnb Pdz — Rdx=— d;i. 2)abtttct 

gei^t bie &Uiätnni (1) in folgenbe Aber: d;i=^^d(>/ ml^ft ni0)t 

integtirbar fein fann / wenn ni((it '^ eine beliebige ^nnf tion 9on q 

i#. 9Ran erbSIt biernac^ ^=^f / mo 9? eine gan} miOfübrtic^e Sunt- 
ti0n betei^net. 

6inb in ben Slelationen: 

Pdz— Rdx=0, Pdy-Qdx=0 ... (2) 

bie $Ber((nbetIid^en x/ 7 nnb z )ug(eicb entbatten; fo mirb ebenfaOtf 
yr=q>Q, mofern ^i=a nnb (»=id folcbe Sunftionen batfleaen^ melcbe 
itntn Stelationen C^) genügen ^ iai 3ntegta( ber borgelegten ®Iei^ 
(bnng fein, 3fn ber Zitat, foD 7r=qfQ ba< ^ntegrat berfelben mer^ 
ben/ fo mnf; mnn man biefe« integral fomobi inSSeiiebnng anf x 
nnb z M M^ in 95e}iebnng auf 7 mi z bifferentiirt/ baran« bie 
Sßertbe oon p nnb q nimmt/ nnb fle in bie oorgeUgte OUicbttng 
Pp + Qq=R fttbüitnirt/ ber (ebtern bierbnrcb Genüge gefcf^eben. 
S>a bie ^nnttionen ^ nnb q ali folcbe an^nfeben jtnb/ meiere bie 
brei Serfinberlicben x/ 7 nnb z m gleicher 3eit entbatten; fo bat man: 

d;i=A.dx-f-Bd7H-Cdz=0 , d(c=adx-t-bdy-f-cdz=0. 

i^iernac^ ergibt M f&t bie partieOe S)ifferentia{g(ei((inng boii 
;i— ^()z=30 in asejng anf z nnb x: 

(C — cg)^Q)p + A — ag)'^=0/ 

nnb für iene in SSeing auf z nnb 7* 

(C— c^'(>)q+B— ba>'(>— 0. 



van htt ttfltn Ovbtittttd. 50i 

3ie(t man Utmi W %mtn t)oii p uni q/ um fie in Pp+Qq=R 
)tt iuHituittn; fo finbet man/ M bie ©itidfum n=q>Q Ut ^orflc^ 
Ugu (efricbigt/ »ofern man ^at: 

^P+BQ+CR=<p'(><aP+bQ4cR). 

S>tt S^otantffe^nns {ufolge iin( aber lU ^nnftioncn yf unb (» ber# 
flcflalt gemS^It/ bag jie Un QUidfunitn (2) geniiden« 3ic(t man 
UUt auiMn le^tern bU Wtxt^t 9on dz nnb dj; nm fie in d;c=o 
nnb d(>=o ein)ufü(^ren ; fo tvirb man fetten/ )aS bie Oleicf^nngen/ 
and Untn W ^nnftionen ^ nnb q ^erinleiten finb/ mit ben &UU 
cfinngen: 

AP+B9+CR=o, aP+bQ+cR=o übeteinffimmen. 

2>ie SRelation ^i=^(»/ mo ^ eine UUtHit Sfunftion beieic^net/ 
ifi fo(8ti(( bad integral ber t)orgeledten OUic^nng. 

(^(iminirt man dx autf Un Slelationen (2)/ fo fommt Qdz— Rdy=0/ 
ein SRefnttat mldni man fiatt einer ber ®((ic(inngen (2) »ei ber 
ffttä)nuni ^tbtan^tn fann. 

2)ie Integration ber partieOen S)iferentiaigiei((ttngen Ht erflen 
Orbnnng Pp+Qq=R Ifinft mhffln ba^in and/ twei 9on Un fot^ 
genben ®(ei4»nngen : 

Pdz— Rdx=0/ Rdy— 9dx=0/ Qdz— Rdy=0 • • ♦ (3) 

bnr((> bie $nnf tionen :v=a/ (>=/3 sn genügen / nnb bann yi=g>(f 
ttt fetten/ m g> eine »iOttit^ritcOe ^nnttion (e)eic|inet/ bagegen a 
nnb ß 6:on|lante barfteOen/ »elclie in bem gefnc^ten integral ni^i 
vorfommen/ inbem bie ^nnftion g> HU Sinja^I 9on tt)iaffiMi(^ett 
Sonflanten mit fic(i fü^rt. 

«nmerfnng. JDie ©Uidi^nng Qdz— Rdy=o Metet fi* an* 
bar/ n)enn mM Un 3)ifferential(oeffieienten q ane ben ®Iei^ 
(jungen Pp+9q=R nnb dz=pdx+qdy wegfc^afft/ nnb bie 
nnn flatt (i) refnltirenbe ©(eidEinng anf bie nSmUctie 9(rt/ 
»ie o(en gefc^e^en/ in swei ®(eid[iungen jerf^iOt* 

$. 232« 9Bir »oOen nnn bie berfc^iebenen SüOe nS^er betrachten/ 
meldte bie Gleichungen (3) barbieten fönnen* 

1. Senn R 9tnO ifl / fo ge^t eine nnferer Gleichungen (3) in 
dz=o über/ »orani; 7;=oc=m, 3fn ber imMtn jn bebanbeinben ®(ei# 
(^nng (ommen baber nur nocd bie beiben 93erSnberHc(ien z nnb y bor/ 



sosi dtttegratioit bcv pavticUett J^ifftttnU^Ultid^nn^tn 

imn 3ftttegra( Q=ß man nad^ ben im ^otlm Xapiul anitfüfftttn 
^mln }tt fttd^en (at. ^iernac^ mSre z=g)Q lai 2Mtit(A Doti 

95 e i f p t e l e : !• 5ö«^ py=qx trtSU man y dj+xdx=o* i^icriuM 
(c=x2+y2 unb z=^(x2+y2), »etcf^e Untere bU &ltUi»»t ber 9l(v 
tationifläclKti ifi/ beten Umbret^nngiac^fe mit ber Steife ber z }»# 
fammenfSat. 

2. pr px+qy=o ftnbet man xdy— ydx=o; mtMi 

©a« gefttcl^te 3fntegr«l ijt ba^er 2=^^^)/ »el(|ieJ ben Co- 

noiben anfle^ürt« 

3« 3ür q=pP f »0 P fein z enthält/ ftnbet man ba< integral 
z=r^p; bte gnnftlon (> ift an« ber ©Uic^nng (>==/'F(dx+Pdy) ber- 
}tt(eiten/ m F ben integrirbar mac^ienben gfaftor bon (dz + Pdy) 
barfleOt. 

II. SntbaUen tmei von ben ®(ei((nngen (3) nnr bielenigen 0er# 
ünbertictiett/ beren 2)iferentia(e in ibnen potfommen; f0befHmmtbic 
Integration iener ®(ei($nngen W Munitionen ^ nnb <>» 

S3eifpieU; i« pr bie ^Uiddnng px+qy=nz bat man: 

xdz = nzdx/ xdynrydx, 

i^teran« z=ax» nnb y=i3x; ferner 7t= ^, q-=l -i-, %^\%\\^ 

ba« gefugte 3ntegral z=x'»y^-^Y moran« berborge^t/ ba0 2 
eine bomogene ^nnftion pon x nnb y ifi. 

2, JDie ©Uicbnng px2+qy2_z2 gfjt: 

x2dz=z2dx/ x2dy=y2dx, ©aratt«: 

z~'— x"'*=;i/ y^' — x""'-=rC>« 

Sotglie^ ba« gefttd^te integral: 

3. 9i fei q=pX+Y/ ntüü X ttnt y »(ofe SfttiiftiPiieii »0n x 
((i(i(tiii(it. 



V9nhtt ttfttnCthnuni. 30S 

SBan iKH ^Ur: xdz+vdx=0/ xd)+di=o. ^Pliü^: 

iii. C^nt^SU nur eine Ut ®Ui(f)unitn (3) iit fBerSttterlic^ett/ 
bereu 3>iffereiitiare in Oft ^orlommett; fo imegrire wm biefe(6e ititb 
eHminire mittelfl Ui Integra» ;<=» eine ber ^tt&nUtÜ^tn an« 
einet nnferer (etben anbern ®Ui<innAtn^ tinb integrire bann 9on 
9tenem/ »obnrcl^ man (>=i3 befommt. Snbem man mieber in q für « 
feinen ®ettt ^i einföbrt/ flnbet man baJ Swtegrar ^=(pq ober (>=^^:t, 

»eifpiele: i. e« fei qxy— px^j«, iE)iet ijl: 

x2dz+y8dx;:=0/ x2dy+xydx=0. 

. ®ie jweite glJt xy=/?; fest man ß^-^ flatt y in bie txftttt, 
fo fommt dz+i32x-4dx=o, beten 3ntefltarz=}/32x-3+« m, gßjrt 
man bietin föt ß feinen SSertb xy, fo etbfiUmanz— }y2x-^=a=;r. 
2)aJ gefttcbte ^««Ätar ifl folglich 3zx=:y2+3xy(xy), 

2. gfit px+qy=nj^(x2+y2) i^dt man; 

xd2=ndxf^(x2+y2)^ xdy=ydx. 

S)ie i»eite gibt y=^x; f4»aft man bamit y an« bet erftetnmeg/ 
fo fommt: 

dz=n/^(i+/J«)dx. 2)aratt« fotgt z— nxy^(i+/J«)=«; fetnec: 

;'n=z— n;^(x«+y*)/ (>=yx-'. 

2)a4 gefnc^te 3ntegta( ift folglich : 



z=nr(^^+y^)'Hp(^y 



§» 233, Sßenn bie SBet^nbetnc^en in ber Oteic^nng (3) obnc 
ttntetfctiieb ootfommen; fo (ann man jiebe biefet Gleichungen int^ 
befonbete nic^t mt^t integtiren; benn e« batf tt)ebet y in bet etjten/ 
no(( z in bet {weiten/ nocf» x in bet britten aU conflant angenom# 
men metben* Um in fo(((ien 3&aen ium 2Mt )n gelangen/ mnS 
man sn befonbetn analvtifdden Settad^tungen feine Suftod^t nebmen. 
60 gelingt 9ftet4 bie 3ntegtation/ »enn man füt p obet q ibte aui ber 
ootgetegten OUid^ung bctgeleiteten ^m^t in eine bet na((i{lebenben 
®Uicbnngen fe$t/ bie ^cb an« bet SRetotion dz=pdx+qdy nac^ ben 
etfien {Regeln bet ^ntegralteebtinng etgeben/ 
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- 

nSmU((: z=px+/(qdy— xdp) • ♦ • ♦ . (4) 
2=qy+/(pdx— ydq) (5) 

z=px+qy— /(xdp+ydq>:. . ♦ (6)* 

SBeffpiele: i. 6« fei p=Q/ mo Q eine gegetetie ^uutti^n 
Don q ifl. Unfere aOgemeine ^Uic^ttng (6) mirb (^iernac^ : 

Z=Qx+qy-/(xQ'+y)dq, 

muui er^eOet/ tag ba« 3fn«Ära( /(xQ^+y) dq eine gnttftion doh 
q fein werbe. 

S3e)ei(^nen mit biefelfte aUgmün burct^ ^q/ fo Hitn mir: 

z=Qx+qy— ^q nnb xQ^+y=y'q. 

2>atf 3fntegrar ergibt ft($/ menn man q imifc^en biefen (eibe» 
®(ei(6ttngen eliminirt; bie Stimination fletingt/ menn g>q eine alge^ 
braifc^e ^nnftion ifl. 

2. e« fei pq=i. Unfere Slelation (6) mirb MerbnrcJ: 

©aJ 3ftttegral /^^xdp— ^j mng ba(>er eine gnnWon bon 
P fein. etcQen mir biefelbe bnrc(i g)p bar/ fo ermatten mir: 

Xnmerfnng. SO^eir bie Stnflöfnng ber beiben testen $robtemc 
and einem anbern principe hergeleitet mnrbe/ fo meiert bit 
Sorm ber Xuflöfung bon bcn borbergebenben formen af>. S&ou 
ber erbieft man nämlidb eine einjige ®Ieic(inng tmifc^en be» 
brei SBcrünberlicben x^ j, z, »li^renb man bier )mei QUidfun* 
gen für bie SCnflüfnng gefnnben ttau 

J. 234^ 6e©t man in dE=pdx+qd7 ben an« ber borgeUgte» 
®(eidbttng entnommenen 9Bertb oon p ober q/ fo erb&tt man eine 
2)iferentialglei(^nng tmifc^en ben bier 93erSnberU((iett x/ y^ z, unh 
q ober p, 

^M nei^me an, baS biefe ©(eicbnng auf ein genaue« ^ifereii^ 
tial snrü((gebrac|it merbe/ inbem man p ober q ober ttnt ^nnftioo 
^ biefe« 93n4j}aben« aU eonitant anjtebt/ nnb bai r(x/ y, z, »)=g 
Ui 3fntegra(/ nnter ber 93oran0febnng ber S3efiSnbigreit bon »/ fei. 



i^ott htt ttfttn Othnun^^ w^ 

dii ift aUt tinUnäfUni, taS burct^ S)i<ferctttiat{oti itHdmn 3nte# 
Btali man iit erjle ®(eic^ttttg/ Mi ml(iit ti hergeleitet mtUur 
toitUx ermatten wM, iinb iM nidft ilci, mnn ^ uni c conHnt 
tUiUn; ionUxn auätf wenti ^iinbc^aritrett/ iitfofern bie 9le(ati0tt 

^d^— dc=o it^tffU Um atfo Um ^ Un e^araftet einer belie* 

(igen mSnberlic^en ^nnftion in mimt 3)i<ferenttald(ei(|fund/ miätt 
ba(ei immer bie ^leic^nng f=c ium Sfntegrar (lat/ »ieber }tt 9er^ 
((trafen / ifl ti f)mti<itnl , c a(i eine n)iafii^r(ic|ie ^unftion 9on ^ 
gelten m tafTen/ in ter 9(rt/ bag bie 9le(ationen: 

gleic^ieitig tattfinben. 3fn bem ^aü; m bie «vorgelegte ®Ieid£inng 
unter ber SBoranifeeung ber. SJeflSnbigreit von ^ ein genaue^ S)if# 
ferential ijt/ bemerffteOige man baber bei einer folcben 9(nnabme bie 
Integration; man erbält babnrdb bie erüe nnferer ®Ui(^nngen/ bie 
bieranf in Setng auf ^ aOein }» biferentiiren übrig bteibt/ nm bie 
imeite jn bitben. 3)aO 69j}em biefer beiben OUicbnngen/ m g> eine 
wiatitbrKcbe ^unftion bejeid&net/ genfigt ber vorgelegten ®(eicbttng. 
3if g> benimmt/ fo braucht man nur nocb ^ jmifd^en biefen QUl^^ 
(jungen tn eliminiren/ nm Hi gefu(bte integral jn erbatten. 

»eifpieL gfir z=pq flnbet man: 

- zdx . T , qdz — zdx (Sr4-x)dz — ^zdx 

dz=— +qdy, dy=^L__= — (^::j:5^-/ 
menn man q=^+x mac^t 3nbem man ^ aU conjiant anitebt/ bat 
man ba« Sntegrar y= -^^+9^/ mtani j;^^^ =g>'^/ wenn 

man in SSejug auf ^ aOein biferentiirt« ^ai etj9tm biefer beiben 
®(ei4nngen ijl mitbin ba« ^fntegral ^on z=pq. 

df 

%am tttum. 5)i< ©Kld^nngcn f(x/ y/ z, *)=«)*/ ^««i/* 
gezürnt imi mmituiiAt MUinmUt^olitnUn int^ £=<p^ 

(ttvoe tUfcr (ei^tn ^ii^ta. 

$. 235. SRatt (rreic^tcrt 'iftai iU ^ntcdtatioit ter yavti(0(it 
HfifftuaMAliM^nnt» Uiux^f H^ wan fie bitt(^ SinfÜ^vung einer 
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tttitefiiintttteit ®roSe in i»ei anbete itxUiU S< fei f(p/ x)=F(q/ y); 

itia((it man F(q, y)=^/ fo ifl and^ f(p/ »)=^* 

3){cfe »dtctt ®lei((innden geben/ loenn man fie in SSetng anf p nnb 

qanfl9«t: 

MlUtd) W 0UI*ttna dz=pdx+qdy in i£=ipdx+xiy ÜtttitffU 

Sfntegrirt man^ inbem ^ aU conjtant ansefeben wirb; fo fomme: 

z+<;p^=/V'dx+/xdy, 

meiere« Stefnltae in Sbtm ^uf ^ ^^<iti }n bifferentiiren ift* Slac^bent 
bie Snnrtion g> bejiimmt motben/ bleibt ^ loifc^en biefen beiben 
®iei((nn0en in eliminiren fibtig. 

»eifpicL Sfir a2pq=xV bat man: 

§• 236. 3itbie®(ei((ttn8Pp+Qq=:Hin93eiiebnnganfbie®t90ett 
x/ y/ z bomogen/ f0 macbe man x=tz/ y=:uz. S)abnr(^ nebmen bie 
©röjen P/ Q/ R bie garm Piz» / Qiz" , RiZ" an nnb bie eieicbnn^ 
gen C3) geben: 

(Pi— tRi)dz=zRidt/ CQi— ^^i)<l2:=2Ridu/ 

dz 

Mi benen bnre^ bie Slimination 9on — erfolgt: 

CPi— tRi)da=(Qi— uRi)dt. 

2Da biefe Oteicbnng nur u nnb t entb&'U/ fo mirb man i(r 
3ntegra( fnd^en nnb bamit t ober u üui einer ber beiben borberge«' 
benben ®(eid[inngen eliminiren nnb bann )tt einer tmeiten Integration 
fcbreiten. euminirt man enblicb u nnb t mittelit x=:ez nnb 7= uz; 
fo Unbet mm bie Snnftionen n nnb q ber ®let(bnngen (3)^ moran« 
ba< gefuddte integral ^ic=g>Q. 

»eifpiele: !♦ Üffir pxz+qyz=x2 i^at man: 

(1— i2)dz=ztdt/ u(i— iOdÄ=zt»du, hieran«: 
udt=tdu, t=aa/ z^(t— t*)=;/3; nnb baratt«: 



2, 2>fe OUid^utifl pxz-f-qy2=xy giJt: 

(l_ui)(adt— tdu) = 0. 



Sntegratiott ber vartiedcit 2)iffeteittia(8Ui4tttiflett 
900 ber iweitett Otbttittig. 

$« 237« $>ie S){iFetetttia(8lci(t^ttttgeit i^oit ben iweitett Orbntttig 
(Sttneti aofet ben 3)iffetentta((oef^cienten p ttnb q ber erftctt Orb^ 
otttifl/ ao(( M^i folflenbe enthalten: 

d^z d2z d«z d^z 

5?='-' drd^= 1717='^ dy=^ * • • <^^' »^'^*«'- 

dp=rdx+8dy/ dq=sdx+tdy . . . (B), 
d^zzr dpdx+ dqdy=rdx2 + 28dxdy + tdy^ 

2)ie %xm iji mn, bie ®Iei((itt08: 

fCx/ y/ z/ p/ q/ r/ 8/ t)z=o }tt Iriteatiren. 

Str tvoOen beti^att einige ber botifiglic^flen ®leic^ttiiflen biefer 
Oattottg betrachten» 

€« fei juerft r=:Pp+Q ^^^^ 512=^5! "^^' ^^ ^ ""* ^ '^ 
(iebige ^itortionett 9011 x ttnb y be)ei(^nen. S)a bie 3>iferentia^ 
eoefüeienteo q/ 8 nnb t/ meldte ficd anf bie Venbernng ooti y be^ 
lieben^ bier nicbti^orfantnten; fo ntöffen wir y oXi eonitant anfeben 
tmb bie bintnfägenbe Conjiante bnr((i eine wioriibrticde %mU\w bon 

7 bejeicbnen. 6nbüitoiren mir bann p fiatt ^/ fo baben »ir fo^ 

gcnbe Oleiclinttt tn integriren: ^=Pp+9' beren Sfntegrat/ menn 
Uoi X aM »atiabet bettacbtet wirb/ ifi: 

p= g =efw. C/e-A^Qdx-+^y). 

hieran« fotgt/ wenn ntan wieber bIo«xaMber8nberIicbanfiebt: 
z=fef^ dx (/c->*« Qdx+^7)H-^y . 

20* 
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®m auf iUUttt ^tt »M mm Ui Ut ®Ui^mii 

t=Pq+9oterp=p| + Q 

verfahr«! trab tU vtiUtü^tU^tn SoitllantMi in $titiftion(ii von x wt» 
»mUlü, SRan »ir^ fo finbett: 

S^tiiVitUi i, 5fi» xyr=(n— i)py+a (at man: 



P = 2=i, n=-5.. 2)aratt<: 

X *■ xy 



n— 1 
dz — a . ^ , — ax , x" . , 

2, xr=(n— l)p 8t6t nzssx«* g^y+V'y. 

3. gär at=xy findet man q=^=^+<pxi ferner: 

6az=y'x+yg)x+V'X» 



X 



4. t= - Hcfm z= -gi;^ +x9.y+^y. 

§, 238, S< fei bfe afttttfttoti z att« 5^ =P 5; + Q J» *^WW' 

meti/ toetin P ttnb Q tie S^erfinberlid^en x/ y tiot z entiftafteit. 2>a 
^(er y a(i{ eonjiant )tt (etrac^ten iil/ fo (at man eine 2)iferentia[^ 
fiteid^nng ^i'n Ut imittn Ordnung in Sbtm ^^i ^it {»ei S^erSnbcr^ 
Ii4»en x uni z. 9Ran 9erfuc6e ba^cr bie Integration biefer ®Iei((ttttg 
M^ ben früher andeinanbergefe^ten Siegeln; infofern biefetftc 
gelingt/ fe$e man jtatt ber beiben bnr4 bie ^Integration mitgebrac^«- 
ten Sonflanten bie »iaifibrlic^en Snnftionen 9>j nnb ^Pj. 

«nf biefelbe «rt wirb man bie ®lei*nng 3^2=^3^ + Q »e^ 

ianltln, »enn p nnb Q bie fBer^nberticf^en x/ 7 nnbZz angleic^ ent^ 
balten : 

%nmerfnng. S)ie 9(nfISfnng nnferer jwei Probleme ifl baber 
al« t)oaenbet anjnfe^en/ infofern bie 9(ttfI9fnng aDer 2)i<ferentia(« 
gleict^nngen Don ber jmeiten Orbnnng mit blo« jwei S^erSn^ 
berliclien att befannt angenommen mirb, 

§. 239, ©aJ 3ftttegral uon 8=:P ober^~- = p t» ftnbeti/ 



wetttt P eine itUtiiit ^itnftiott ^on z unV 7 htitid^mu eu^t matt 
iai erflemat x/ Hi imitmal j aM titu^eY^inbctlidfr an; fo eri^Sti 
man batf Sfntedtah 

{)Stte man iuerjt 7/ bann a(etf x <on#ant angenommett/ fo fSmc 

z==/dy/Pdx + g)y+V'x,. 

melct^er SBert^ eScn fo gnt toie ber vot^erde^cnbe aenSdr. 
»eifpiete. i» gär 8=ax+by finbct man: 

z= J xy(ax+by)+^x+i/^y» 

2. s=r(a^— yO 8i6t ba« ^JoBflSttbific 3riregral: 

z=5 5^7 K(a^— y ')+ 1 a^x arc Tsin = i J+^x+^y. 

dz oz 

j. 340. 0)«« 3«W«I M» d7d7~^di "^'Q *" »«l«wm<i»/ 
»(tut P t(ti( Q ((ttt^ige SttüftiDttett Mti x »it^ j fittt). 

dz 
Äejt ntan 5^=?/ fr fOWWtt dp=Ppdy+Qdy/ tVAtf/ »(titt X 

(otiftattt 0(ttomm(it t»trb/ bot Sntcdral: 

p= ||=e/wyC/e-/wyQdy+yx) %m. 

S$(tra($t(t titatt je^t 7 üi (onjlant/ fi> liefert bie ttveite ^wu 
aratiott: 

z=/e/MydxC/e--/""'Qdy+9)x)+V'y. 

0atti auf W tiJittttt^e Seife iittedritt titati W ®Utc(tttta 

didJ-^d^+V/ 
ii>eiitt P ttnb Q ((04 X tittb y eitt^alteti. 

S5 ei f » i e r e : 1, «y=bpx+ay liefert t 
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me(r iuttidtni, mm lU UiUn 2)i<fcr<ntia((oefftcientett 
^unb ^ ittgleict^ i^orfommeo/ ober bie ®tügeo P »Qb 9 atic^ 
bie 93eränberli((ic z etit(^atteit. 

$. 241« 9Bir mütn m ttt ber aagemcinett müdfUH ^on ber 
tmcUett Orbtiung: 

üfterde^cti/ in mldftt Mt fOiHttmkkotfütimm Witt Orbnitits 
»ttr vom ttftta ®ta\>t fitit/ nnb tie ®r9f tti B, s, t nti^ y auf eine 
UlUiiit «rt X, y, z, p iinb q «nt^alten. euminittn »Ir r ttu» t 
mitten Ut mtlatimn (B)/ »dt^e bieftit Sfnnftioiidi aU SXfiiiitioa 
tUnen; fo finden wir: 

Rdpdy+Tdqdx— Tdxdy=s(Rdy?— Sdxdy+TdxO» 

JlStttutt Wir ttttn iu {wei ®ratib0t(i((titi0(ti n=a unl ^=ß iu 
langen/ welche Uu Oitic^iingcn: 

Rdy«+Tdx'=Sdxdy ttnb Rdpdy+Tdqdx=Vdxdy 

0(ttag(tt; f0 ^Aitn wir füt Hi 3nt(flra( brr oorgeUgten @umH 
«=9>(>y wo «) (ine ((Ii(6i0e ^unftion bejeici^net nnti x mi <> tie 
®röf}ett X, y, z, p nnb q entjalttn. Um W 9li<^tigf<it biefer a5e. 
^mtUH tta(9}ttW(if(n/ pctwanbein wir innSc^ft nnfere eui^nngcn 
in Attbere/ in Untn W 2>iiF(r(nttal( nur auf Um trflen 0rab( vor« 
(Otttmen. 3nbm wir tn biefem SJe^ufe cly=a>dx fe^en/ crl^aUenwir: 
R«2— s« + T=o , . . (1), Uttb: 
dj=«dx, B*>dp+Tdq=V*»dx . . , (2). 

!;)i( (rüe biefer oreit^nngen liefert far » {wei SSert^e in x/ j, 
t.1 p ttnb q/ wä(>renb bie Snnftionen jc=u nnb 9=^ bergejialt (e« 
fiimntt fittb / ba§ fie bie ^Uittinngen (2) (efriebigen. 

^iefetf voranigefe^t/ ne^en wir bie veOüSnbigen S)iff(r(tttiatc 
von x=a ttnb (r=ß, wel^fe S>ifferentia(( oon ber %^w $nb: 

Adx+Bdy+Cdz+Ddp+Edq=0/ adx+bdy+cdz+ . . , edq=0. 

enbftitnire» wir in biefetfien pdx+qdy ffan dz/ femer <m1z ^v 
dy/ (ttbUt^ ^r dq feinen an! (2) entnomntenen Sßerti^; fo Mom« 



i90tt btt imeiten OrMtutt^. Sit 

tneii »ir für lebe liefet ®(e{((itttg(tt imci anbete/ iveU dx unb dp 
satt) utia((Sn0l8 t)ott eittanber ^nb/ tiSmlidSi: 

A+a)B+(p+qa))C+~7p-=0/ 0=-^^-, 

IL./'. \ I «Vö - , eRw 

a+ö)b + (p+qö))c+ -^ =0/ d=-^, 

mt(S)t ®iti(S)i\uitn bie 93ebitt8itttd audfprecfien/ bafi ^ unb (> bcn 
9lclattonen (2) ®enSge t(^utt. 2>ifferetitiiren toir ie$t bie ®IeidSiuttg 
n=g)Q, fo fommt: 

3;iz=:gp/p(l^ ober Adx+Bdy , , , Edq=^^(>(adx+bdy , . . edq), 

eitbüitutrett »ir (hierin flatt A/ D/ a/ b \^n au< ben i^ier oN^ 
fleo ®(eic|»utt9en abgeteiteteti Berthe ttob pdx+qdy fiatt dz/ t^ereinU 
gen enblicfi bie @(ieber/ itt benen A/ C/ E/ b; c, e Soeffieienten 
finb; fo ünbeti toir/ baf btefelben bett einett ober bett anbern ber 
Ätt«brficfe Rödp+Tdq— Vödx/ dy— «dx |u Jaftoren (wabert/ »eldSie 
9(it4brü(fe in ^o(ge ber 9te(ationen (2) t^erfcdwinben. iDa< eriie 
Sfotegrat ber t)orge(egten @(eic^ttng iü folglich yf==<P9f bon welcher 
S5ef(|iaffent^eit g» auc^ fein mag. 

9(nf biefe Seife märben wir anf bie S5ebanb(nng ber ®(eic6un^ 
gen (2) bingefüfftt/ wobei iebocf^ m%\ in bemerfen ift/ ba0 anfier^ 
bem nocfi bie Stelation dz==pdx+qdv flatt finbet/ wa0 im Oanjen brei 
®(eidSinngen tmifcden ben fCinf Sßerfinberlic^en x/ y, z, p nnb q gibt. 
S0 fann üc|» ba^er wo^l ereignen/ bafi bie Elimination vx einem Sie«* 
fttitat mit brei SßerSnberlidSien fübtt/ ba« bie im §.222 anfgefteOte 
SftitegrabilitStdbebingung nnerffiOt tögt/ in mldam ^aOe baffelbe 
liiert oon einer primitioen ®letc6nng berrfibrt. Cbfc^on mir vx einer 
nnandfttbrbaren Integration gelangt finb/ fo bfirfen mir betfmegen 
noc|» nidiit bie ^olgernng sieben / bag jebe gegebene partieDe 3)if e« 
rentialgteicbnng/ bei welcher jene S5ebingnng nnerffiOt bleibt/ an(^ 
oon (einer eintigen primitiven ®U{(bnng abdämmen fönne. 

9(n4 bem ®efagten ergibt fic|» a(fo folgenbe Siegel: Um bie par«* 
tieOe 3)iferentia(g(ei(bung ber {weiten Orbnung nnb bei etilen 
®rabe< }tt integriren / fe$e man bie beiben ®Ui(bnngen (1) nnb (2) 
an; bie erüe beflimmt bie ®r9fie «>/ beren Bertb/ in (23 eingeffibtt/ 
iwei ®(eid^ungen gibt/ welchen man bieranf bnrcb bie integrale n^a 
itnb Q=ß )n gentigen fucben mn^« @d bleibt aUbann bie ßleicfinng boo 
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Ut ttfttn OtlnuH ^^=^9 nocl» |tt iittegrireti flbrig. fl?ott beit tmi 
Sert^en ^on &>/ tDClctre \\t ®leidSittitg (i) b^irbietct/ »ir^ man bciN 
ienigen ncN^tt/ toeI((>eir in ben fpStern 9tedSinnngen biemeiftenSo^ 

$( n m e r ( n n 8. iDa In ^er SRegd ^atf Sfntcgrat ;i=^(> an^er ben 
SSerSnberlic^en %/ j/ z anc|» noc^ W S)iferential(0(ffi(tentcn 
P nnb q ent(^S(t; fo ifl bafTctbc getoö^^nlic^ ein erfletf Sntcgral* 
S)ad l^ier 8e(e^irte 93erfa(ren/ meiere« 9on SRonge ^errtt(^rt/ 
i^ ba^er nnr in ben ^äOen antDcnbbat/ in bencn ein fo(4e5 
3nteora( tDirffic^ cKiflirt; aber anc^ an^erbem finb bie 9te((« 
nungen (ebentenben Gc^wierigfeiten onieraorfen/ onb fetten 
gelingt ba< Xnffinben ber 9(n<brü((e ^ onb q. 

§. 242. 9tad^lte(enbe S3eifpie{e mSgen ber SRet^obe inr Sn 
(finterung bienen* 

1. S)le ®tei*nttg q«r— 2pqs+p2i=o gifit unt ffir bie ®let- 
(tinng (1): q-a)H2pq€«)+p2z=o, woran« qa)+p=o. C^liminirt man 
bamit in ^xA ben Stelationen (2)/ fo fommt: 

pdx+qdy=:0/ qdp=pdq, 

3>ie itoeite gi6t p=/9q/ mfi(^renb bie anbere ftclf anf dz=o ober 
z?=a rebnrirt. i£)ierna4 ifl ^3=^« ober p=q9)z/ ma< man i^on 
neuem jn integriren bat. 

Sßenbet man ie$t bie im $. 231 angefuf^rte Sßetbobe ^Xif fo er«» 
bält man dz=o, dy=— dx*g)z; bieran« z=:a, y + xgDa=/?. ®e$t 
n^x^ ß==^oLf fo flnbet man bafl gefucbte 3ftttegrat y+x^z=V'z/ mo 
9> nnb 1/^ imei miOfubrlidSie ^unftionen finb. 

2. JDie ©leicbung rx«+2xys+y2t=o gibt «x=y/ mobnrc^ bie 
0(ei((>ttngen (2) »erben: 

ydx=xdy/ xdp+ydq=0» 

%vA bererüen folgt ba< SRefnftat y=ax/ mit i£)filfe beffen bie 
imeite in dp+adq=o übergebt ; barand entüebt p+<xq=/J. (Snb(i(6 

gibt ^=gpa ba0 erfte Stitegral p»+qy=«yf ^\ 
S)ie ®(ei(4ttngen (2) im §. 231 ünb \i%u 

dz=dx^r — J/ xdy=ydx. 
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2)ie Uitt liefert y==ax/ n)o^itrc|> We erffe ftdSi in dz=dx*^a 
t^ewantert, mi z=\g>a + ß gibt, «u« /Jz!:!/»« folgt etiblic^ fca« 
3ittesra(: 

§. 243. 3tt bem ^aOe/ m iU Soeffieienten R^ s ottb t conr 
^attt fiitb ittit y eine Sttnftion 9ott x/ 7 ifl/ liefert bte QM^um 
(1) für 6> iwel tiumerifcde ^mit/ ml^t toit mit m ttttb n (e^ 
teicfinett mUtn. $>üi ®(eic6un0tfft)üem (2) gi^t Unn für ^ie SSttriel 
m btirc^ bie Integration: 

yz=mx+cx tinb Rnip+Tq=iii/Vdx/ 

M lai integral /Vdx nttr t^on einer einjigen SßerSnberlicfien ab«* 
bSngt/ weit man für y bermittelft feioe« Si^ert^e« mx+a »egfc^af en 
fantt. 

i^iernacfi erbfilt man für ba< erfle integral ber gegebenett eiei^ 
c^nng bett $(ntfbru(f: 

Rmp +Tq=iii/ vdx + <^/(y— mx). 

%ttf biefelbe 9(rt wirb matt mit ber tmeiten !ffittr)e( n Htfaffttti/ 
ober t)ielme(r m mit n i^ertanfc^en ; ti iü iebocfi bittreicdenb / fic^ 
mit einem ber beibett ^iOe in bef((>jiftigen/ meit ber anbere tn bem 
nSmlicfien Snbrefnttat fubrt. 

Um nnn tum ^weiten 3ntegra( }n gelangen/ nehmen mir mieber 
ottfer er^e< integral 9or/ fnclien barau« ben Sßertb bott p nnb 
fnbfiitniren iN in dz=pdx+qdy; n gibt unl bie(/ mentt toir er# 

mSgett/ bag/ «vermöge ber 9tatnr ber Sf^urjetn/ inn=^ ift: 

Rdz— dx/ vdx— dxy'Cy— rn x)=Rq(dy--ndx), 

S){e {tt integrirenben ®IeidSinngen merben bemnac^ fein: 

dy— ndx=0/ Rdz— dx/Vdx— d^'(y— inx)=:0; »Oratio: 
y=nx+C/ Rz— /dx/Vdx— /dx'^'Cy — ^rax)=b. 

(S4 ifl gttt/ folgenbe/ bad S3erfa(ren (eitenbe/ 93emerrnngen (^io« 
injnfögett : 

1* 3n bie ttoeite OUidiitng ifl nx + c ftatt y tu fe^eti/ ntib 
bieranf in S5eing anf x )tt integriren; in bem Stefnitat mirb man 
mieber flatt c feinen !Sert(^ y— dx einfübren* 



Si4 i^tttedtatiott ^et partiellen S)ifferentialdlei(|)ttndeii k. 

2. Um ben %ni\>tndfixf\dx in er^afte«/ tft tt)o(>I |ii hmtu 
feti/ bag man / bei ber etilen Sntegration für y feinen SBert^ mx+a, 
mie fc^on oben gefagt wnrbe/ bann in bem Stefnltat »ieber flau a 
fdnen aSertb y—mx fe$en mni/ »Sbrenb man^ e^e bie ttoeice ^ntt^ 
gration i^ottiogen tvirb/ y mit nx+c t^ertanfcf^t/ unb im gefnnbenen 
Slcfttltat »iebcr für c feinen SBertb y— nx fubjHtnirt. 

3. S)a« ®Iieb/dx(p'(y-inx) ge^t in /dxg)^[x(n— m)+c] ober 
in g)[(n— ni)x+c] über, »eil bie gunftion g> »iafttbrlicl^ ifl. S>a« 
3ftttcgrat biefeJ ®Iiebe« ijl ballet Ky-mx), »enn man für c feinen 
®ert^ y-nx fe$t, 

4. enblidf i9 bie Sonüante b eine beliebige ^nnftion rp oon c; 
ober b=V;(y— nx), »eadjitet man ba« eben ©efagte/ fo wirb ba« 
ttpeite 3ntegra( ber gegebenen ®leic6itng fein: 

Rz=i/dx/Vdx+g?(y-inx)+V;(y— nx). 

»eifpieU: i. gilr r— 8 — 21=— bat man: 

m=l/ n=— 2, nnb y=x+«, y=a'— 2x, golgttc^: ' 

/Vdx = ^=^kl(x+«)=kly; 
/dx/Vdx=/kdxly=/bdxlC«^-2x)=~tx— kyl^y, 

nad^bem 2x+y ftatt «^ gefegt morben. S>ai {meite integral ifk Mernac^^ : 
z+h(x+yiry)=^(y— 0+^Cy+2x). 

2. gör bie ®IeidSinng 3;;i=i>^54/ ^tttin bei ben fctimlngen^ 
bin Saiten oorfommt / finbet man aii imltti 3fntegra( : 

z=^Cy— bx)+V'(y+bx). 

§• 244. 3nmeiUn töft fic^ bie Integration mittelft eine« bem 
im $. 235 mitgetbeiften analogen 93erfabren0 bemerfüeOigen/ inbem 
man nSmfic^ bie vorgelegte QUidfuni mit lE^ülfe einer nnbeflimmteit 
®rSf e % in jtoei anbere tn terlegen fnclit. $at man }. S5. bie ®UU 

c^nng rt=s2/ fo fe$e man y=^=y, moran« r=s^,8=t^; ferner: 

rdx+sdy=Xsdx+ldy) Ober dp=&dq 

otrmüge ber Sietation (B). 2>iefe ®leidSiung »irb nttr tntegrabri 
fein/ menn ^tm Stinftion von q ifl; folgti((> p=^n ba« erüe0Ueb. 



®i< 0tel*lttt9 dz=pdx+qdy »itb IdlUtäf dz=dx-^q+qdy. ifjjet* 

oti< folgt naöt Ut im §»234 gescbeocn 9Ret(obe/ menn man q cott«* 
tant annimmt/ Ut euitbumiMmi 

z=x^q+qy+V^q/ xg?'q+y+i/;'q=0. 

Sßitt man e< ffir einen fteflimmten $aa in 9(n»entnng (ringen/ 
fo mnfi man t)orerü bie ^unttionen <p uni V^ ermitteln nnb bann q 
elimintren. 

9(nmerfnng* 3)ieieniden Sefet/ »etctie 9(n0fü^rHdSiere< fiter 
bie partieOen iDiferentialgleid^ungen fncfien/ mmeifen t»it 
auf folgenbe/ jnm Zf)til fc^on ermahnte Serfe: 

1. Memoiret de Tacademie des sciences de Paris* 

2, anat^ematifc^e 9(bl^anblnnflen ber »erttner Xfabemie* 

3« Application de Tanalyse a la g^om^trie, par Monge. 

4» Calcal differentiel et integral, par Laeroix. Tome second. 

5« Sebrbegriff ber (i^ern XörperU^re t)on initt. 
6. Sn le r 'tf Sfntegratrecdnnns. S)ritter 93anb. 

Integration ber partiellen iDifferentialglei^ungen 
bnr4 SteiMtt nnb S3eüimmung ber toiUffil^rtic^en 
Snnftionen. 

§. 245« 3fn ben S^Scn > mo eine gefcfftofTene/ enblicfie Sform Ui 
aOgemetnen ^nttmli tiicf^t esiffirt/ (ann man UfftlH in dorm 
9on nnenbli^en Steiften tn erf^atten fncfien« 9i fei i. 93* bie &UU 
c^ung F(r/s/t . . , x)=o gegeben. SßiO man nnn bie Sfnnftion 
z=r(x/ y) in eine nac^ ben Votenten oon x fortlanfenbe Steige ent^ 
mi(fe(n/ fo fe$e man bem Staelanrinifcfien Sel^rfa^e infolge: 

z=f+xf'+{x2f//+jx»f/// . . ., 

m {f Pt P' . . . itt beflimmenbe Sfnnftionen oon y bar^eOen/ nnb 
ba< finb/ ma< an« z nnb feinen iDerioirten in 93e}ng anf x mirb/ 
menn man x gleich 9tna macfit* en^a man je^t an« ber oorgelegKn 
01ei((nng ben Sßert^ bon r/ fo ifl flar/ baf/ menn man x mit 0/ 

2 mit f/ p mit f^ enblie^ t ober ^ mit j-^ bertanfc^t/ in bem Vn4^ 

bmtfe »Ott r nnr f/ f^ nnb \W S)eribirten in 9(etng auf y borfommen/ 



SiO fintegration ber pavttcllcn Sifferential^Ici^iindeti 

AP AiP 

»eil bann q i» gz unb t in ^2 ä6<tde(ft: anf folcde »rt vemanbelt 

ü(^ r in P^. (SUnio befitmmt bie S>erioim ^on r in S5c)nd auf x 
ien d^ocffidenten r^^^ mitutil Utitiitn ^nnfttonen f nnb Pf bie benu 
nact (eliebig finb nnb üli wifUüfftUdft ^nnftionen von y anaefcl^cn 
metben fünnen. 

%tf>nU<^ti ittt für bie partieOen S>ifferentialdleidSittngen ber 
^ü^ern Crbnnngen» 

»eifpier^ CMei bie ®tel*ttng 572 =t" 5^/ »<W< ^»^ 
^nnftion f nnb P wtOfii^rlic^ li^u 2>ie 2)ifferentiation iltt uni: 

0*Z I 2_r_£_ k2 dx 

dx»— " dxdy^— " ~dp~' 

^**_K2_Ü5_— k2_lii! _K4 ^ «t { Ml 

d?-^ d?d^-^ dj^ -•^ "d^ "* f* "^-^ 

»e(((>e 9(u<bru(fe fJinimtlic^ t)on ^ nnb ^ ab^Snaen. 

S3e)ci(bnet man mn mit (pj ben Si^erti^ 9on z für x=0/ nnb 

dz 

mit V'y ben bon ^ unter berfelben a^oraudfe^nng; fo er(S(t man: 

$(nmer(ung. SGBSre bie ^nnftion £(x, 7) von fotct^er a^e^* 

fc^affen^t/ ba0 eine bon ben ®rögen f/ fO f'^ * • * nnenb(i(6 

»ätbe; fo möSte man in ber aesebenen ®teid^nn0 x in x— a 

penoanbelu/ m a eine UlitHit, bergeflalt gemS^fte (Eonflatttc 

bejeicbnet/ bamit in ben »eiter antfinfö^renben Steclinnngeo 

ba< Unenb(i((>e berfcfiwinbet. 

$» 2A6, Um Sfntegrafe in Sform t^on nnenblidSien Steiben m cr# 

balteu/ me((6e nac^ ^otenjen einer SBerSnberlic^en fortlaufen/ ftat 

Sagrange bie SDletbobe ber nnbeflimmten Soeffieienten vorgefe^lo^ 

gen, SRan f^reibt iu bem enbe z=<^+x^+x*x+x««+ , , . , 



fit^üittiirt ioldftn SSertf^ unb feine S)emircen in bie gedcbene ®lci# 
(littng F=:0/ orbnct Hi SKefnUat nacfi ben potenten t)on x itnb fe$t 
bann bie einjelnen (Soeffictenten g(eictr 9tna, ^ui biefen fo er(^al<* 
unen eteicdnnsen mäfTen bann nnfere ^nnftionen gefnnben mtUn. 

S3eifpie(e: i. Süt^ i=q iat man: 

— ^ =r=2x+6x.6)+ , . . 

fubftitnirt man biefe SSert(^e in r=q/ fo ftnb'et man: 

J=g?+xV'+{x«g)^+ix»i/;'+ U- 
d^ d^z d^z 

2. ©ie ©teidSrnngj^-hj-^-f- jp =0 mmanbrtt fIdSi/ mnn 

man z;=q> + \'4^ + \hc+x^a> , , . fe$t/ m cp, i/;, » . . nn(eftimmte 
Munitionen ^on y unb t finb/ in: 

d^y , d*y . 



/dV . d2V> .2.3«\^ 



K» 



«nntetfunfl. Senn ber 3)iferentialeoeffieient ber l^9(|i^en 
Crbnnng in ber gegebenen ®leidSiung üc6 auf beibe nna^n^ 
gigen a^ariabeln beliebt/ fo fommen in ber entmicflung oon 
z »iafiibrtict^e Munitionen unb Sonftanten oor/ »ie »ir an 

d^z 

bem »eifpiet j^=z W^ »erben, SRan fe^c: 

190 9^/ V^ . • . itnbeflitttmte Mutiftionen oon j finb. eubüi^ 

d^z 

tuirt man biefen Sert^ unt ben oon ^^ in bie gegebene 
®Iei(|iung/ fo er^Sft man ba4 9lefuttat: 



910 8nt;e$rat{»n htt vftrtieUdi S>iff(r<tttial0l({<^ttttt(tt 

m g>j eine »iOfädrlic^e Snn'tioti i^ nnV ^ie v(trf(${(b(ii(ii 
3itt(dratioii(it eine iin(«b(i((t «sta^l oos Sonftaiitcit «it (i<$ 

^»iffoii Hi nac^setvUfen/ tof (ine wiarii(r(i(t)e Sfuttttioit an 
bie 6t(0( AOer tiefer d^onüanten treten (ann. Stf iü }tt biefem 
€n»e (>tnrei(^rnb/ cp'^y) in ,9'Cy)+ A/ 

/«'(j)ay in/«p(y)dy+Ay+B, 

/*v(j)dy' in /V(y)dy2 + -| y'-'+By + c n. f. ». 
i« ver»attbe(n. 
2>ie Mtt beut 3ei<^en / befreiten ®({eber Hlbra be« KnAnttf: 

A+Bi+|Cx2+...+CAx+iBr«+...)y+({Ax«+...);^.../ 

»ele^er mit ^(i)+ j-fH^)dx+ ^/VWdx* . . . 
0(ei4)(ebentenb ift/ wenn man; 

A + Bx+{cx« + . . . =rp(x) fe(>t. 

iDatf aOaemeine 3ntegra{ unferer ®lei(^ttng tu (iernac^: 

=9»(y)+ Y-/"9'^y>'*y+^«"(y>**y'+ • • • 

H-^W+-f/'/'(x)dx + ^/»V(x)dV'+ . . . 

$. 347. ®a« W »iOffi^rnc^en Sfunftionen 9, >t>, mW in Un 
StttegraUn Ut t^artieOen ®i|ferentia(g(ei((ntt0Ctt »orfommeD/ (etrif^; 
f» töit iic^ von i^nen U^tlht anffagen/ »atf wir »an ben »iafi^« 
(i^en 9»nitanten/ »eh^e bie ge»9(n(i(&en Integrationen mit ^ 
»ringen/ im $. 152 angefahrt \nMxi, €>o ränge c« ii($ nSmlic^ n» 
eine »(o8e Integration i^anbelt/ b. (>. um W S^ilbnng eine« «nl« 
brncfetfr weicher/ ben 9tege(n ber i^iferentialrec^nung nnterworfeo/ 
einer oorgeregten ®{eic^nng genüge, finb bergtei^ien ^nnftionen 
9>/ V* . . . gan) »iOfö^rlic^; fie ^üren aber anf ti in fein, fobatt 
tie gtefnitate anf be#immte ^roHeme ber Geometrie/ Vtet^anif/ 
V^fif nnb S((ironomie angewendet werben foOen. 

$o(genbe 93eifDiere werben bat ^ier ®efagte ertönter». 

1. $är bie ($9linber{I54en i^at man: 

y— bz=y(x— az) Ober ap+bq=l/ 



m^on lit crfte &M(ffmi Ui SntegrnI ber imeiteo iil ; bic ^orm ber 
Sfunftion gt if&nfit t)on bcr Uitettben gittie ab. Coü W f&afii Ui 
(itjUnUti eine in Ut dtbtnt xj tiegenbC/ lutä) W OUic^itttg 
j=fx (eflimmte Stiroe fein/ fo mug 9^ oon fpld^er Mrt »erben / 
M Me 93afti( unter ben fünften Ui Stanmetf/ »eichen bie ®UU 
dft^H y — bz=:g>(x— az) {urommt/ Gegriffen fei. SRact^t man 
ba(^er z=0/ fo mfiffen bie ©leicf^nngen }=g>x nnb y = fx ibentif* 
werben. 3)ie Sunftionen g^ nnb f ftnb alfo ))on einerlei ^om, i. 1f. 
»ertanfcftt^man in y=fx ble ®r8ge y mit y — bz nnb x mit x — az; 
fo »irb bie barantf refnltirenbe ®leic|inng bem in ^rage fle^enben 
e^Hnber angeboren. 

6inb aOgemein M=o^ N=o bie Gleichungen ber MiUnit, fo 
macfie man x— az = a/ oerbinbe bann biefe brei @(eic6ungen/ um 
baran« bie SSertbe oon x, y, z/ ferner ben oon y— bz ober ^u in u 
au<}ttbrMen/ nnb bie ^unftion g> »irb beiiimmt fein. Um bie 
®(e{c6ttng ber fpeiieOen S«(inberf{(fidSie iu erbauen / Ift bann m(itU 
weiter nStbig/ alt x— az flatt u in y-<bz=^u )u fnbjiituiren. 

95eifpiel. 2)ie reitenbe SOipfe fei eine in ber (Sbene xy Iie# 
genbe (Büipit/ beren ®Iei(|iungen ^nb: 

z=o nnb —j2 — I B^T"-^- 

Slan ünbet für bie gefucbte ®(eic()ung ber evUnbrifcfien $(S((e/ 

Cx--az-a)< (j_bz— iQ)g _ 
A2 "^ B2 — ^• 

2. 2)ie eonoibifcfien ^läcdeti baben bie ®Iei((ung px+qy=0/ 
beren integral y = x*9^z ifl. Um bie ^unftion q> iu beflimmeu/ 
ma((>e man z=a nnb fnc^e bie SSertbe oon x/ y nnb z in u mittetfl 
ber ®reidSinngen M=0/ N=0/ melcbe ber Seitlinie angef^üren. 6ttb# 
ftitttirt man bieranf für x nnb y ibre SSertbe in y=x.g?u, fo wirb 
man bie 9latnr ber ^nnftion ^ gefnnben baben. 3nbem man enblid^ 
z üatt u fcbreibt/ erhalt man ble unfer Sonoib partienlariftrenbe 
0lei(|inng y=x.(pz, 

93eifviel. 3il bie geitlinie ein Sttüif beffen (Slei^nngen 
x=:a/ y2+z2=b3 finb; fo 1)at man ffir biet Sonoib bie Steie^nng 

a2y« + z2x2 = b«x«. 



8tM> 8ttt(0tatiott b(r pattitUtn ^ifftttntialiUi^anitn 

z-c=p(x-a)+q(y-b), »(((»( J=^=9. (^=ii) 

z — c z — c 

}um Sntegtat iat 6oa bie S5aft4 ein in Ut saene xy (iegeotcr Stxtii 
fein/ befTen Olittclpunft ficlf im Urfpntng (efinbet; fa cr^SU mw: 

z=0/ x«+y«=r*, X— a=u(z— c) »Orautf: 
z=0/ x=:a— eil/ y=^[r2 — (a — cu)^], 

3fttbem man in y— b=Cz— c)g?ii i^re ®ert(>e fe$t/ fommt 
cg)u=b— ;^(r2— (a-cu)2). s^Utaui ttiiH ftc^^/ mcnu man wirtcr 
für u unb g^u bie SSerc^e rinfü^^rt: 

(cy-bz)2+Caz— cx)2=z2(z--c)2 

ali ®Uic^ttng Ui Xtidi. 

4« %üt iit SRotation4fIädSien/ bcrcn Umbre^nngdacdfe mit Ut 
Kc^fe bcr z {nfammcnfäat/ beilegt iU ^ifcrcntialgtcictttng py=qx/ 
Uttn 3ntcflral x24-y2=:g,z ijj, tlm tu gnnftion g) jn Jeflimmctt/ 
fe$e man z=:a itnb brüd^e x^ y/ z mitulil ber @M(t)unitn M=0/ 
N=0/ »elc^c bic (Sricttsnngtflinie barfleacn/ in u an<; hierauf inh^ 
#itnire man biefe SBmj^e in x« + y2=yu, »oburc^ bie gunftlon ^ 
beüimmt fein mirb. 9J?an brancdt U^t nnr noc^ z ftau u nnb x2+y2 
ftatt g'u §u fc$en/ iim bie nnfercr (cfpnbern 9totationi(fl5c^e m^pto 
4enbe ®(eicl^nnfl ju erbarten* 

S$eifpier. 3fl bie gegebene Snri^e eine SOipfe in ber 9itnt 
Ut xz/ mithin bie ^leidSiungen ber (SOipfe: 

x2 z2 

fo finbet man für Hi StotationeeUipfoib bie ©(eid^nng: 

xHli . zi_ 
a2 "^"b2 — ^• 

§« 248. 3)iefe 93eifpiele ftnb (^inreid^enb / ttm tu {eigen / 
»ie bie wiafii^r(i((>en i^nnftionen beflimmt »erbe»/ »enn bie aOgc^' 
meinen 9lefn(tate ibre Stnmenbung auf befonbere S&Oe finben foOeii. 
S< fei aOgemein K=9)(l) ba« integral/ wo K ttnb l gegebene 
gfttnftioneo in x/ y, z beieicdnen nnb ti fi4 barnm b^nbert/ bie 
bnrc^ g^ bargefleOte ^nnftion in ber Mrt tn beflimmen/ baf bie 
©leic^nng in F(x/ j, z)=o fibergebe/ »enii man f(x/ y/ z)=o ^at/ 
wo F itnb f befannte Sanftionen anbeuten. 3)iefe S^eflimmung ber 



tiit(^ 9ttlitn unl IBe^imintttid tt. Sit 

iDtarui^rlicdett ^unftioitctt iStift baraitf i>iMni, lit OUtfiidttUf 
wttdt Un fled<bettett ®(eic6iingctt entfprecden / bor4 gegebene frumtne 
£ititett i)iülnx(b gelten {U laffen. U» tiefer S&tUmmi |it gettitgen^ 
mac^t man L=u/ unb »ertinbet Mefe ©letcftung mit F=0/ f=o, 
ftm iataui ®crtb< für x/ y/ z |ti ji^ben. 6u6ilitiiirt man biefe 
S^eri^e in K/ welche baburc^ eine ^unftion t)Dn u »irb/ bic mir 
mit Kl boeic^nen moflen; fo (at man Ki=g7u/ wobnrc^ bie Snnrtii>n 
g) beflimmt i^. Snbem man tuHid) L ftm u nnb K fiatt ^u fc$t/ 
txHlt man Hi berUngce integral 

|>at man |m<i tmUtUtU(t)t dunttmtn jn beüimmen^ fo mti# 
man twet SJebingnngen baben. 

I. 249» 3Benn ab^r bie Statur Ui ^teitmi, mie e< bei be« 
meiffen Aufgaben Mi ber VbDfil nnb ber bi>bern ®eometri< ber ^oO 
iü/ bic 93e#immttng ber miafubrltc|icn ^unftionen nic^t geftattet; fo 
iinb bicfelben gani beliebig nnb bie in ^rage ftebcnbe Sigenfc^aft 
iinbet gant aOgem^in #att/ ^cn mlöftt S3ef(^af enbeit jene Sunf tionea 
Möf fein mögen. Um nnfere Srflärung ber Geometrie jn enrtebnenf 
tooOen toit anncbmen/ bag ein'®{ieb ^oa ber ^orm g>x DorfommCf 
nnb in ber (ibtnt xf tint Sinie oerjeidbnen/ totld)^ y=va inr &UU 
d^nng bat. iDie Orbinaten biefer Sinic »erben bie gfnnrtion ^n bar# 
ttüm, mhti biefe Suroe nietet blotf gan) beliebig/ fonbern anc^ mit 
freier i£)anb befct^rieben fein fann/ menn fte felbjl gant unregelmfigig 
to&ttf fogar aui mebreren Sbeilen »erfc^iebener (Snroen befiänbe« 
S>erg(eic^en ttnregelmä§ige Sinien nnb ^unftionen nennt man bi0^ 
continnirlic^e/ ober Sinien nnb i^unftionen obne Sontinnitä't. 
äBäbrenb alfo bie gemi)bnli(^en Integrationen nnr fletige ^unftionen 
inlaffen/ etfc^eineit in ber SSed^nung mit partieUen 3)ifFercntialgIei(|iun^ 
gen anc^ bidcontinuirlic^e Sutiftionen. QJlei^rere auigcteictinete iSco^ 
meter/ felb^ D^Aiembert, welchen man ali ben Srfinber ber 9te($<> 
nung mit partietten S)iiferentialgleic^nngen anfeben fann/ »aren ber 
SReinung/ bag bie« ben ^rintipien Ui ^aUnli miberflreite. «aein 
enler fe$te biefe merfmnrbige Sigenfc^aft ber nenen 9te(|inung anger 
3tt)eifel/ einer Stec^nung/ melcbe augerorbentlicf^e i£)ülftoittel bar# 
bietet/ Xnmenbungen ber mannigfaitigflen S(rt geftattet nnb Hi SJanb 
abgibt/ burct mli^ti bie bi«^ontinuir(ic^< ^nnftionen in batf ®ebiet 
Itt matb^matifcben Slnalpftd gebogen merben. 
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9^9tett iut ^iffttenHültt^nun^^ 



Sttote I gtt 8- **♦ 

Ucber Die CHectification Der Curoen. 

X)?e 8Äitge einti Sogen« BM einer 6urt)e C^ig» 1), beren ®reid)Uttg 
3=fx in rectjtwinHtgen Soorbmaten gegeben ijl, f6nnen toix anij nad) 
«agrange etwa auf fotgenbe ^vt belh'mmen* IDtffe ?dnge BM i(l offene 
iax eine ^unftion »on x^ bie xoix ndt Fx bejeicftnen »otten. %At einen 
iem ^unft M ^tnldngfid^ na§e fiegenben ^unft M' ber dawe nehmen 
iie Drbfnaten berfeften »on M 6t« M' fortoä^renb ju ober afe, unb ei 
ipirb not^wenbigeweife SSogen MM' gr6ger al« Se^ne MM^ nnb ffeiner 
aW bte Summe ber beiben ?inien MH-f-HM' fem, wo MH bie Serfi^renbe 
ber 6urt)e für ben ^untt M i(l. g5ejeid)nen wir nun PP' burd> h, fo 
i|l Sogen BM'=F(x-|-h) , mithin Sogen MM'=F(x+h)— Fx= 
dF, . d^F h2 . 
dx * dx-1-2 ' 

g« ifl aber ©ebne MM'=(MQ24.M'Q«)V^3=h(l -+• p2+2pPh+P«h 2) V'»^ 

^„„ w«n ^=p nnb g ^4-g ^J^. . •=Ph2 fe^t 

CfnttDicfeltt wir bie ®iirje(grbße natft bem Sinom, inbem »fr l+p^ 
att Un erften nnb 2pPh4-p2h2 oXi ben jweiten Streif anftben; fo 
fommt ©e^ne MM'=h(l+p2){4.Qh2^ m Q bai Aggregat atter ©lieber, 
t^efd^e h entbarten^ borfleBe. 

gemer i(l MH=(MQ2^HQ2)i/>=hr(H-p^f 
nnb HM'=HQ-M^Q=— Ph2; 

«IfO MH+HM'=hr(l-hP*)— Pli^- 
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5Rac^| bem ©efagten muß olfo ber fflertj »on — (P+Q)h ben »on 

5^— r*(t+p2)J— Qh-j-— ^ j-^^- «• jeberjeir an ®r6j5e übertreffen, 

wie Um man axii) h nehmen mag/ wad nur ber galt fein fann^ n)enn 

dF 

^=r(H-pO, ober dF=r(dx2+djO ifr 

9lDte n gu 8* 8«« 

Ueber bie filuatratur ber Suroen. 

i) I5er jrddjemnjart BCPM (Jig^ 1), n)elcf)er üon ber Sl6fciffen# 
acl)fe, »on jwei auf berfelben &tite biefer ?ld)fe errichteten Orbinaten 
unb bem )n)ifd)en biefen (elftem enthaltenen Sogen ber @urt)en, beren 
®(eid)ung in gerobltntgen (Soorbinaten y=:i'x ifl^ begren}t wirb/ (i^t 
fid^ auct) tt)ie folgt beRimnten. 

X^iefer S(&c()enin(art ifl eine ^unftion t>on X/ bie wir wieber mit 
Fx 6ejeid)nen wollen» Sieben wir bie Drbinate M'P', fo ift, wenn PF' 
burrf) h bargeflettt wirb; BM'P'C=Fcx-hh); forglid^ BM'P'C-BMCP 

dF 

=MPP'M'= — h-t- jC/ wenn wir ben SCaijtor'fdjen fe^rfa$ )u ^4lfe 

nehmen, gur ein binlAnglicf) ff eine« h ift aber ber Sogen MM' burdjou* 
concat) ober burc^au« conver gegen bie 3(bfdffenacf)fe ^ mithin finb bie 
Orbinaten »on PM bii P'M' fortwA^renb im ^n^ ober Slbnebmen be^ 
griffen, ^aber för ein fold^e« h ba« grAcl)en(iücf MPP'M'> ali iai 
^araffefogramm MPP'Q unb < ali \>ai ^arattelogramm PLMT', 
ober M'LPP'— MPP'Q>MPP'M'— MPP\\ 

2Öenn wir hierin fitr bie ^Idcftenflücfe ibre ÜBertbe feften, unb babet 
bcn 6oorbinatenwinfe( burci) a beieici)nen ; fo b^ben wir^ nad^^bem mit h 
biüibirt worben : 

'«V . ^ ,d«y . ,. ^/<iF . \ . hd^F 

— sin « h+i-j-i sin « h2-|-. , .>^__y "n«^-f-2d72 -H- «•/ 

toai für ein ^in(&ng[i(f) Keine« h nur flattftnben fann^ wenn 
dF . ,^ 

— =y sin « l^ 

2) ^en grdcfteninbart BAM (Jig» 55), weld)er »on einem Sogen 
BM einer in ^ofarcoorbinaten gegebenen Sun)e ii=:ft unb ben beiben 
nad) feinen Snbpunften gejogenen l'eitftrabfen begrenjt wirb, faim man 
birect folgenbermagen beRimmen. ^an befd)reibe ani A mit AM=u 

einen Ärei«bogen MD, be«gleicl)en ani A mit AM'=u+ -rj h + • . • • 
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einen Ärettbogen M'D', »o6ei bie ffiinfel MAX unb M'AX tefpecti» 
burc^ t unb t-i-h bargefiefft jinb. ^er ©cctor ABM tfl eine %mftion 
wn r , tt)elcf)e mit Fi bejeidjnet »erben ntag. ^lernac^ gldd)e MAM' 

=BÄM'— BAM=F(i-j-hD-Fi='^h+JC pr ein ge(>6rig Keine« h 

nel^men bie 8eit|ira{ifen »on AM bi« AM' fortwdjrenb )u ober ab; ba^er 
grdche MVM'> a(d ÄieWfector MAD unb < oW Äreiifector M'AD', 
über M'AD'— MAr)>MAM'— MAD^ 

Segen n>ir f^icxin für bie ^(dd^enfiiicfe i^re SSBert^e/ fo (oben wir^ 
nacf)bem burct) h biöibirt »orben : 

du, . ./-dii« d-'uN.. ^dF II« d^Fh , 

toai für ein Jinfdnglid^ ffetneö \\ nur flattftnben f onn, »enn -57=^ ^^' 

fSlott ni gn s* 117* 

!8on ber Kubatur ber Stix^tt. 

1^er fubifd)e Sn^aft be« Ä6rper«, mldjet jur ®runbfldcf)e ba« 
9lecl)tecf AEPG C^ig. 38) in ber Sbene \y ^at, unb wn ber hrwmmen 
Oberfldciie, beren @Ieid)ung z=f C«/ y) i(i/ femer wn ben (Soorbinaten^ 
ebenen xz unb y/y unb enb(ici) »on ben burc^ EP unb PG biefen ie^tttn 
paxaüd gelegten Ebenen begren}r wirb^ ifi eine Munition wn x unb y, 
U)e(ct)e n>tr burd) F C^/ y) barßeKen woKen unb um beren 8e|h'mmung 
ti ftd^ banbelt. 

(So wirb, wenn wir GG'=h unb EF/=k fegen, ber Stbtpttin^alt 
übet ber Orunbfld^e GG'PR burd) F (x+li/y)-F(x,y), ber über ber 
®runbfläd)e GG'QS burd) F(x-f-h,y+k)— F(x,y+k), unb ber Aber 
ber ®runbfldd)e PQSR^hk burc^ F(xH-h,y+h)— FCx,t + k)— F(x+h,y) 
-|-F(x,y) audgebrucft fein. ?egt man nun burd) bie t)ier fünfte M, 
K, J, C ber Dberf[dd)e Sbenen }u ber Soorbinatenebene xv paxattü, 
fo entfJeben t)ier ^arattefepipebe, welche atte biefefbe ®runbfl[dd)e PQRS 
unb iu i^6^en refpectit) bie t)ier Drbinaten PM, KR, JQ, SC babem la 
nun bad erwdbnte frummltntge ^ri^ma sn>tfd)en bem gr6ßten unb ffein^ 
flen biefer »ier ^araKelept^ebe eingefd)ro{fen ifl, fo mu9 ber SBert^ be^ 
«uöbrucf« F(x+h, y+k) ~ F(x+h, y) — F(x, y + k) + F(x, y) jeberjeit 
}tt>ifd)en bem gr6gten unb Heinfien Sßert^ ber ®r6flen 

hkf(x,y), hkf(x4-h,y), hkf(x,y+k), hkr(x-Hh,y-|-k) 

enOfciittn fein, wenn h unb k jeben, mie audi immer Beinen iSert^ mu 
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itt^tnm fintten. (Entwtcfrfn wix bic burc^ F unb f ongebeuteten ^unttioncn, 
fo 9a6en mit fotgenbc ^uibtü^e: 

,. d»F h^k d»F . hk2 d»F , 

bkftvy)+li»k5^ + »«., 
hkf<x,y)-t-hk2^+lC, 

^te DifTerett} )tt>tf(^ett {»et ber »ter le^en SuJbrficfe ifl twn ber 
Crbttung h^k ober hk*^ b. ^. wn btr britten Orbnung in Se^ug auf 
bte ®r6ß(n h unb k, u>&$»renb bte ^tffereni )wtfc^cn ber erfien unb einer 

j^— f(x/y)J + ®Keber wn ber britten 

Orbnung, 

IDatittt nun btefe Eiferen) für ge^&ng f(etne SBert^e tH>n h unb k 
geringer atö eine ber wx^in enD&^nten Xtferenjen/ toeidjt fdmmtftcf> 

))on ber britten Orbnung (Inb, »erben f6nnen, ^^i'^^^K^fj) f««- 

S^Dte IV )tt §« iig* 

9ion btt Gomplanatian ^er fflAc^cn. 

ÜRittefft eined A^nKcf^en 9iaif(mnementd ftnbet man and) bie ttnmmt 
06erfl[dcf)e be« Ä6rperö oberhalb bei ^axaUtiofftammi AP (gig. 38 
unb 39), »elcfte eine )u bejlimmenbe gunftion wn x unb y i(l. SJe^ 
jeic()net man biefelbe mit FCx,y), fo i(l 

bie £)berfl[dct)e ober^lb ^^=57*^+5^?!^"*"^^' 

bie £)berfldd,e oberjal^ ^Q=57»^+5pr^ + ^^/ 

unb bie oberhalb PS=T-r-tk+ ic 

dxdy 

?egt man nun burcfj ben ^unft M eine aJerfi^fungÄebene an bic 
ttnmmt grdd)C, fo »erben auf biefer Sbene bie m'er burc^ FR, PO, 
QS, RS fenfrerf)t auf xy erri#eten Sbenen ein ^arattelogramm MqVr' 
6i(beu. T^nxi) bie fünfte M, q^ r »erbe ein 2)reie(f, bcdgrei(i)eit einet 
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bwcä} bie ^unlte r, q, C 6efcf|nc6e«; biefe ^reiedfe tDoKen tm bie beiben 
©e^ncnbreierfe nennen. Stuf ben bnrrf) RS, QS, P(^ unb PR fenfred)t 
auf xy geregten Ebenen n)erben )nnfd)en ber Serü^ntngöebene unb ben 
mer ©eiten unferer imei ©e^nenbreierfe, jtt)ei 2!rape)e unb j»ei Ireiecfe 
a6gefct)n(tten, tt>elcf}e bte mer Mapptn Ifti^m foKen. 3tm ift Uat, bafi 

bie frumme gidcfje MqrC, »ercfje ^»^^^^ ^''+ «• r«*ttAfentirt wirb;, 

größer cAi bie ©umme ber beiben ©e^nenbreiecfe unb Keiner edi bai 
Parallelogramm ber Seru^rungöebene nebfl ben t)ier Stlapptn ifi* Xie 
^rojecttonen be^ ©e^nenbreiecfd Mqr auf ben Soorbtnot^n wn xj^ 
wn yz unb xz pnb aber ber Siet^e nad) : 

^, \ (Rr-MP) unb y (Qq-MP). 

Dedg[eid)en finb bie ^rojectionen be« ©ebnenbreiecfef qrC auf jenen 
(Ebenen ; 

y, yCCS-Qq)unb |- (CS-rR). 

®e(t man für MP, Qq, Rr unb SC ibre anal^tifdien Xu^briicfe 
unb nimmt ben ©a$ ani ber anaf^tifc^en ®eometrie im 9iaume )u i^iHfe, 
tt>onac6 bai Duabrat einer jeben ebenen ^igur gleich ifi ber ^nrnmc ber 
Ouabrate i^rer auf bie brei Soorbinatenebenen ))rojicirten ^is^ren; fo 

finbet man ©ebnenbreiecf Mqr= y r [l + Cp+ y -0 ^ +(<!+ y - ) ^] 
=yr(l+p'+q«+Ph+Qk)=y(rn+P«+q^+P'l»+Q'li+JC.}; 
femer Se^nenbrcierf rqC=y (r[l+p2+q"]+P'.h+Q'/Ji+ «.), 
liaxmi folgt ffir bie Summe ber beiben ©e^nenbreiecft : 

91uf ber anbern &cite ifl bie ^rojectbn M ^arolTerogrmnm ^ ber 
SBeräbrungöebene auf ber (Ebene \y gfeid^ hh, femer M (Eoftnui bti 
SBinfer^/ n)e((t)en biefe beiben (Ebenen mit einanber bifben, gleich 

tr-rtJ 2^ n ^§* *^^)> f^^Ifltt^ l^«* ?)araHerogramm ber 8erÄ^mng«ebene 

=hkf^I+P^+q2, totm man en»dgt, baß bie ?)roiection irgenb einer 
ebenen $igur gfeic^ bem Snbalt ber (entern multiplicirt mit btm 6ofinu< 
M SEBinfeCJ ifl, toüditt i^re (Ebene mit ber 9>roie€tion<ebene mac^t. 
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fBkii bte ^iet Poppen anlange^ fo l^at mm 

^ur bte ®umtne btefer mer Wappen itebfl Um ^xaMogxamm 
la SBer&^nmgfcbene ^at man bcmnad) ben äfu^brud : 

»obei ß wie « ba« Slggregot affer berjenigen (SKeber barflefft, »ddjr 
h unb k^ ober hk in einer ifbiftxn ?)otenj al* ber erflen entsaften, 

Sflad) bem ©efagte« muß nun A--«>5;^j — r(l+p^+q^+^ f«n, w> 

ut ^^ wie in T^Cl+p^+q^ Mo« x unb j, in ß, « imb g> aber 

ottfler X unb y, nod) h unb.k iDorfommen^ uoeCc^e betbe (entern ©roßen 
Keiner (di jebe angebticf^e @r6ge iverben f6nnen* Xiarau« fotgt bann 

tte6cr tKtrcbiebene bei bem (£t&fp6drpib vorfonimenben 0a0brfi(fe. 

1) 9Kan ftebt bie @rbe M ein burdi bie llmbrebung einer (Jffipfe 
Jim ibre Keine 2l(t)fe erjeugteö ©pb^toib an, wn beffen ©eftolt nimrid) tit 
ber @rbe nicf)t merflicf) abweicht* Tie Keine Slcf)fe ber erjeugenben Sffipfe 
beißt bie @rbad)fe, unb bie beiben @nbpunfte beffelben b^iß^n txt ^oCc 
be« ©p^droib«. ler i^on ber großen 2(cf)fe ber erjeugenben Sffipfe be^ 
f(i)riebene Äreiö wirb ber SIequator, unb jeber Äreiö, in welkem eine 
ber ebene beö STequatorÄ paraKer geführte anbere @bene bie OberfWc^e 
bed ©pbiroibd fcftneibet, ein 9>araKeIfreid genannt. 3ebe burd) bie Sld)fc 
be« @p^droib« gelegte @bene gibt auf berfefben eine ber erjeugenben 
greid)e @(Iipfe; bie )tt)ifd)en ben beiben ^olen (iegenben $&lften einer 
foId)en gflipfe beißen ÜKeribiane, X>ie Sreite eined ^unKe« be« @p^d^ 
roib« i|i ber fpi$e SBinfef, unter n)e(d)em bie burc^ jenen ^mlt ge^enbe 
Stormofe be< burc^ benfelben gezogenen SReribtan « gegen bie grof c Steife 
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tiefet 9ReriDianä geneigt ifi« Unter Sdnge eine« fünfte« bti ep^imhi 
»erße^C man ben stt)tfct)en einem befltmmten; äbngend gan) xoititüixüdfen 
SReribian; n)e(d)er ber erfle ^et§t, unb bem SReribian jene« fünfte« 
Itegenben 93ogen be« Slequator«, bejJTen @rabe )>on bem erflen ÜRenbian 
ÄU* gejd^rt »erben» — ler ÜÄeribiongrab ifi ber Bogen eine« ÜWeribian« 
wn foI(f)er S&nge^ ba^ bie burcf} feine beiben Snb^unfte gqogenen 3lox^ 
malen einen Sßinfel ^on 1° mit einanber (ilben. jDer Ouotient au« 
ber T)i{feren) be« 9(equatoriar(^ar6meffer« übet ben ^orar^ar6mejTer burd) 
ben $a(bmeffer be« Sfequotor« giM bie fogenannte älbpCattung be« 

2) @« fei AMB fgig, 56) ein ÜWeribian, bie J&aTbe groge 3ld)fe 
AC=a, bie ^olbe Heine 2(cf)fe PC=b, CM ein an ben 9)unft M ge^^enber 
i^albmeffer be« SReribian«, MN eine SRonnaHinie an M^ nnb MF fenf^ 
redjt auf CA. i:er SBinfer MNA »irb bie »reite be« fünfte« M fein, 
tt>e(c^e mit g) (e)eid)net n)erbe. 

Die ®reirf)ung be« üWeribian« AMB ifl : aY-\-hhL^=ZH^b^ unb jene 
ber burcfj ben ^mtt M(x,}) ge()enben Slormale ifl : Y— y=^ (X— i), 

Sitte« in ber Sbene biefe« ÜMeribian« geba(f)t ; ^ictnad) tang q) =rr* 
JBeflimmt man mittelfi biefer ©teicf^ung unb ber be« SAeribian« bie SBert^e 
wn X unb y, fo er^dlt man, wenn «2= — _ gefegt »irb : 

a co s q> . a(1 — gQ sin <p 

^it ipiilfe biefer 2Bert^e finbet man für bie große SHormaTe 
MN'=nS b. ^. für ba« bi« jur ffeinen Slrfjfe ge^enbe SRormaleflücf : 

für bie Heine SRormafe MN=N, b* 5* für ba« 6i« jur großen «cfifc 
gebenbe SRormareflürf : 

für bnt 3(6f}ant) MC=r bti ^mttei M »om Zentrum M ®)>^drotb< : 

\ 1— f^sinV y * 

ttnb f&t ben ^rämmungö^albmeffer (> beö ^mttti M bej SReribtaitf : 
^_ ad -60 
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3D ®inb nun G, G' )wet unter ben ißretten 9 unb v' gemeffene 
®rab(/ unb (>, q' bie baju ge(i6ngen ^tintmungö^albmeffer; fo ifl 

^«'''"* * -GV3si„»^_G'V3,i„V- 
@ud)t man 2wet i^ij(fämttte( /3 unb ^ auö ben Formeln 

Cg/ =^«»^""<g; ^i^^«'"»^' 

Sin /j' sin g? 

t. 2 

3fl auf biefc ffleife « U^immt, fo cr^^drt man, »eil -5=1— e>: 

* '^ 1/*. 1 1. 1*3 A. 

— ='/«' +24* +24:6* -<-»^ 
oli ^(u^bnicf fitr bte S(bp(attung Ui ^p^drotbö. ?egt tnon bie unter 
ben »reiten 46oil'57" unb 66020'10'' gemeffenen ®rabe jum ®runb, 
ffir mi^t 57020,77 unb 57188,42 Xoifen gefunben »urbe; fo ijl 

^2=0,00612957 «tib^^ = 574-^- 
a 325,7 

4) IDa ber bem ®rab G entfpredienbe Ärümwungi^olbmeffer 
(>=— ^ i(l, fo ^at man, »eil g=« ^ _ ^^\i "^a/afltf"^^ »orten; 

_ 180Gfl— £'\sin'^y) 3/3 

^at man mittelfl biefer ^ormel a beftimmt, fo (Aßt ftd) leidet b wxi 
b=a;^(1— «2) jxnben. 

^iir bie eben angeführten Sreiten gemejfenen ®rabe ergibt ftd) ^iet^ 
m&j a=327l4J5 unb b=326l490 Xoifen* 

Slpte VI ivi S* i»»» 

S9n (er itrümmund ber gMcben. 

1) Stimmt man in bem älu^brucf beö ^ummungdf^oIbmefTer^ 

bie fflurjefgr6ße /^(l+p^+q*) |let« negativ, fo »irb ber ^ttt)^ wn q 
immer iai n&m(i(()e 3^^^^« »ie fein SIenner ^obm ; benn fe$t man ben 



Vtpttn int !&{ffftent{alre<^ttutt9* S'l 

gä^Ier iti Sluöbrurf« (1) greic^ 3JuB, fo bdovmt man för w nur ima^ 

gindrc SBert^^e* 2Befle« ber Keforion ;^— y.= ^ ~^ 2\ M6nt auc() e 

unb y— z immer efncrfef Seid)«!, giir c> pofitiV ifl ba^er r>z, b. ^. 
ber ^itmmung^^albmeffer, mithin audj ber )uge()6nge 92ormaffcf)ntrt U^ 
ftnbet (icf) ofcer^olb ber SSeriiJfrungÄebenc , »enigPen« in ber 9ld(>e be« 
betrachteten ?)unfte^. — ^ür q negatit) ijl 7<z, b. ^. ber Ärummung«* 
^albmefler, folgfid^ aurf) ber correfponbirenbe Sttormarfc^nitt liegt unterhalb 
ber äBerü^rungdebene/ »em'gfiend m ber 3lacl)barfc{)aft be* in 5rage 
fle^enben ^unfted. Sßei ber f^ier oben gemad)ten S3orau^fe$ung (nnftcfiti' 
lid) ber 2Öurjergr6ße r^(l+p'^+q^) »irb bemnarf) bie gormel (1) nic()t 
nur bie ©r&ße, fonbern andj bie 9iicf)tung ber ^ummung jebed 9lorma(^ 
fc^nittj anzeigen« 

2) Um }u beurt^eireU/ ob atte Slormarfdinitte nm benfefben ^unft, 
gan) tiber ober gan) unter ber 93erubrungdebene Hegen / fe$e man ben 
Kenner beö ffiert^e« Don q g(eirf) 3lutt; man finbet baburc^ 

ij>ierau« folgt, bag, wenn bie Soorbinaten bei betrarf)teten fünfte« auf 
ber gldcf)e ber Stefation n— s>>o genügen, ber Kenner in ber ^ormel 
(1) fein 3eicf)en beibe^dlt, »efAen SBert^ andi w i^ahtn mag; in fordern 
§affe i)at baber (> immer baffelbe 3eict)en, b, ^. bie grdrf)e befinbet (i* 
um ben betraditeten ^untt ganj Aber ober gau) unter ber »erii^rungd:? 
ebene. Sft bagegcn rt— s2<o, fo xoivb ber Ärümmungdj^albmejfer q nac^ 
jebem ber obigen iSJurjefwertbe fein 3ei(^en dnbem, b. J, bie Kormol^ 
fdinitte liegen um ben fragricl)en ^nntt tlftili über t^eiW unter ber Öe^ 
ru^rungöebene« 

3) IDie beiben Kormalf(()nitte, t)on benen einer bie fleinfle Dämmung 
unb ber anbere bie gr6ßte gibt, feigen and) ipauptf(i)nitte unb bie 
i^nen entfprecf)enben Jpalbmeffer ipau^tfrümmungö^atbmeffer. Um 
biefe le^tem auf eine bequeme SBeife }u jtnben, fann man toie folgt toer^ 
fal^ren. 9tud bem allgemeinen ^u^brucfe für q folgt 

2)iferentiirt man biefe ®leicf)ung in Sejug auf q unb w, unb fe$t 
|^=o; fo ^at man (>(s+t>v)+{pq+(l+q2)w)r(l+p*+q^=o. 

^iefe ®(ei(f)ttng mit w multiplijirt unb von ber toorberge^enben fub^ 
tra^irt, Qibt (>(r+iw)+(l-hp^+pqw)r(l-hp*-Hq')=o* 
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(Sliminixt man aui ben itoei {e^tertt ©(dc^uttgen bie ®r6ße w^ fo fotntnt 
(rt-s«>2+ 1 (n-p«)i+(i+q )r-2pqs | ^r(H-p-'+q")-Kl+p-+qO^'>/ 
eine @reicf)ung^ beten ^urjefn qi unb (>2 bie ipau^tfrummungö^arb^ 
mefTer finb. 

Um bie ^Relation fennen )u (ernenn in n>ercf)en biefe(6en }u ben il6ri^ 
gen StcümmmQif^atbmt^txn flehen/ nehmen wir ben httxad)teten ^unft 
unferer $r&c()e )um Stnfang^punft ber Soorbinaten unb bie bafe(6ft tangi^ 
renbe @6ene ju ber Soorbinatenebene xy am Taburcf) wirb p=q=:o 
unb unfere eben gefunbene ©Cetc^ung Derwanbelt ftcb tn : 

(rt-s->2+(r+t)(»+l=o; forgrid) Qi+Qt=- :^i - ♦ Ö) 

2Bir f6nnen femer bie 6eiben 9((f)fen in ber (Sbene xy bergefloTt 
n)A^(en/ bag pe Tangenten an ben beiben ipauptfcf)nitten werben^ inbem, 
toit wir wiffeU/ biefe @(f)nitre ftcf) f!etd unter einem redeten Sßinfel 
burcf)f(f)neiben ; aUbann mn^ aber t)on ben @r6ßen wi unb W2/ tt)erct)e 
fid) auf Qi unb (^2 bejie^n/ bie eine 9iuK unb bie anbere unenb(id| fein* 
SRun folgt au^ ber formet (O, »enn p=rq=o ijl: 



1+w^ _ 



A+« 



woran« (>!= — ^+(>,= — - 

r+t 

unb (>i+(>2— — "T^* . • (3) 

bie toergfeidienbe SufammenfleSung ber 9(u«bru(fe (2) unb (3) }etgt/ bog 
bei ber 9(nnabme eine« fo((^en ßoorbinatenfpfiem« aud) s=o wirb, dt 
befielt ba^er für biefe« Soorbinatenf^flem folgenbe gormer : 

(>= — -7- — T ooer — =- 



S« fei a ber fflinfef^ bejfen Xangente w ifl; man ^at bann 

1 w' 11 

j-T— , =cos*a,7-T — 5= sin^a; femer i^ — =— runb — =— t^ 

1 + W^ '1 + W* ' ^ Qi Q2 

QuifUtnixt man biefe ffiert^e in ben 3lu«brurf wn — , fo er^dft man 

11 1 

für irgenb einen ÄrümmungS^albmejfer— =— cos'aH — sin'a*.. (4); 

eine merfwürbige StelatioU/ we((t)e (Suler {uerfl angegeben ^, unb mtttelfl 
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ioe((f)fr man ben ^nttttmung^^afbrneffer (> irgettb mci 3lorm(didjnittti 
finbet^ n)enn man ben 9Binfe( cx^ ben er mit einem ber beiben ^an))t^ 
fc^nitte marf)t^ nebfi ben ipauptfrümmunflöbölbmeffern fennt. 

4) SSienn bte betben ^auptfrftmmungd^albmejfer etnerfet 3et(f)en 
baben, fo fofgt au^ ber Formel (4)^ xoeidjcn 9Bert^ auc^ a fiaben ma^, 
baß C» baffelbe B^i^^n toit qi unb (>s ^at; in btefem ^^aKe liegen ba^er 
aKe 9{ormaIfct)nttte tn ber 92d^e beö betrad)teten ^unfteö auf einerlei 
(Seite ber 93eru^rung«ebene* — ©inb bie jwei ^an|)tfrummun9«{>albmejrer 
einanber gfeicf) unb mit einerlei 3eid)en Derfe^eU/ fo febrt bie Formel 
(4), baß (^=Qif »elcfjen SBertji caxdi « ^aUn man «^e 9iormaIfd)nitte 
befi$en baber um ben berracf)teten 9)unft eine g(ei(()e jhrummung. 

i^aben bie $auptfritmmung^^a(bmeffer entgegengefe$te 3ei(()en/ ifl 

I* ©♦ (>1 pofftiio unb q2 negati»; fo ifl — =: — cos'« sin-«» 

?dßt man nun « »on SRutt an bi« ba^^in tt)ac()fen, »o lang «=/^^^\ 

fo toirb Q 3(nfangi ))0fltit) unb gleich qi fein unb bann bii ini Unenbfidye 
)une^mem Die biefen ^ofttiioen ^ümmung^b^bmeffem enrf^re(f)enben 
@cf)nitte (iegen baJfev aüc oberbafb ber 93erubrungäebene. H^t man l^iet^ 
auf a weiter toad^Un, fo wirb q negativ unb nimmt numerifcf) ab bij 
0=90^ »0 (>^Q% wirb. Die biefen negativen ÄriimmungÄ^albmeffern 
iuge^6rigen 9{orma(f(f)nitte Hegen bat^er f&mmtfic^ mtn^alb ber Se«» 
ru^rung^ebene. 

ytott VII )u §♦ 113. 

iBon bem itefimmung^frcife ber 6urocn 9on doppelter Itrömmung. 

Um ben Stttii )u fmben. ber mit ber @mi>e t)on bo))pefter Dämmung 
z=:f\ unb 7=1 V'^^ eine 93eru^rung ber {weiten Orbnung eingebt/ muffen 
wir nidjt bloi ben ipalbmejfer unb ben ^ittelpuntt biefed Äreifed, fon«» 
bem aucf) bie Sage feiner ^btnt im Staume beflimmen; wir feben ibn 
baber ar« bm Dur(f|fct)nitt einer an^ bem Sentrum a, /J, y mit bem S^alb^ 
meffer c bef(t)riebenen ^gel unb einer buxd) biefej Zentrum geführten 
dbtm am jDie ®(eid)ungen biefer ^ugel unb (fbene flnb : 

WO m unb n )wei Sonfianten ftnb/ xoddjt bie (!age unferer @bene im 
ataume auÄröcfen. SSerwanbelt man in biefen ®Ieicf)ungen X, Y, Z 
in X, y, z unb bijferentiirt fle jweimal; fo er^dft man fofgenbe fed|« 
®(ei(^ungen : 
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X — «+ iii(y — /3)+ n(z — y'hsn^ 
x-a+yCy—ß)+2*(z-r)=o, . 

wüä)( bte erfoTtorndbett )39ebingungen au^brucfetv w» mfitni Arcffie 
Sent^rung ber jwetten JOrbnung mit bor (Eimx »Pit bwpipütex SMtmmmQ, 
bereit Soorbtnoten X/ j, z 9nb, )u )»erf(f)af etu 

riefe itdji ®(et(^ungen finb ^tnmdienb^ itm bte itdji Utt^efanttten 
«/ ßf '// Qf m uttb n, ober bie Sage nitb ®r&fe bei Ddcttloftoit^freife^ (u 
fcefitntntett. jDte bret erfiem gebett fofort 

X— <=t= j^ ,y fj R '^ ^ R ' 

wo ber Äürje »egett R=j(ny'-inzO'+Cn— zOHCm— y'>»||. 
@ubflttuirt man btefe Sßert^e ttt bte fünfte ; fo f ommt 
Cl+y'^+z^^)R 

(Sitbricf^ geben bte t)terte unb fecfi^te @(eicf|ung 



y 



"' =x.Y—y ji '"* —-if^ "_y V 

X)iefe SBert^e befHtmneit bte Sage ber ^uttttituttg^ebette itttb finb 
mit benen m texte gegebenen t>6atg g(et(i)(äutenb. 9Rit Jpülfe berfelben 
finbet mm nac^ einigen SlebucHonen : 

f - — d+y'^+z^«)^» 

femer «-^[y//2+js//24.(2/y//_y/a//)i] / 

_, (1+y^^4-z^»)Cy^y^^H-zV0 
«=*— y"2+z"^-|-(zV'— y'z")2 ' 

flu-, , (l+y^^+z^« ) y^+zVy^^-y^//0] 
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buxdi tt>c[d)e ^Ut ®reicl)u«3ett ber ^palbmejfer q beö &vnmmmQiftti\ti 
uvb bie ßoorbinaten a, ß, y feinet SRtttefputifte^ beflimmt toerbem 
Sie ®Iei(()ungen bed geometrifd[)en Ortö ber ^ummung^mittelpunfte ber 
wie immer befd)öffeneii 6«n)e ergeben ficfe, wenn man an* ben brei 
{e$ten ®(eic{)ungen mitteljl ber gegebenen ©teic^ungen z=Fx unb 7=^z 
berfe(ben bie (Soorbinaten x, 7, z eliminirt. 

SlDte VUL 

iBon ber SNct^pbe b<0 tlncnblic^en. 

I. @ö ifl fcf}on im §* 22 ber niebem SUgebra bei 3(nn)enbung ber 
©renjmet^obe gezeigt n^orben, ba$ wenn man eine ®fei(()ung {Wifdien 6on^ 
(ianten unb ))eränberricf)en ®r6ßen ^at/ tt>o))on bie (entern Heiner atö 
jebe angeblicf)e ®r6ee »erben ttnnen, unb babei bloß bie jtt)ifcl)en ben 
(Sonjlanten befle^enbe SWerotion ber ®egen(lanb ber Unterfurf)ung i(l, 
bann fein gebier begangen wirb, xotnn man in ber 9lec()nung einige 
®rieber i)ernacf)Idgigt, »on benen man weiß, baf fie ber Katur be* 38er^ 
fajiren« jufofge bod> »er[c()»inben muffen- (ittoai 3lebnricf)e« fanben »ir 
im §. 88 ber anol^tifcften ®eometrie, oXi wir un« mit ber ©eflimmung 
ber öerübfungSlinien an bie Surfen befcfeAftigten» Serg[eict)en Sertiacfj^ 
(dßigungen t\^\xn bemnacf} ber matbeinatifci)en ®en>i@bei^ nicf)t ben minbe^ 
flen Eintrag, infofern mcca äberjeugt ifl/ baß biefelben (Id) nur auf foId|e 
®r&ßen be^ieben^ n>e(cf)e burd) bie Siotur ber Operation aud bem Stefuftate 
o^nebin n)egfal[en. V{an lann bafier in jebem db^ficfien gaOe bergfeicf^en 
unbeflimmt ffeine ®(ieber/ n)efd)e bie SRat^ematifer mit Seibni^ 
unenblid) fteine ®r6gen genannt (^oben, gan} außer 3(cf}t Taffem 
Snbem man flc^ fo ber aJlöbe überbebt, auf biefe ®r6fen 3lucfrtcl)t ju 
nehmen, »erben bie SWet^nungen bebeutenb abgefitrjt, »eil ed bfter« 
fcf)»ierig ifl, bergfeirfien ®lieber geb6rig }u fci)d$en, unb bie Mefultate 
benno(^ genau fein werben^ S« ließe fid) fogar biefe St^eorie mit oKer 
mat\imati\&jtn @rf)drfe aufbetten, infofern man bewiefe, baß bie »egge* 
laffenen ®r66en in ber Stbat ju ber Älajfe berjenigen geb6ren, »efcl)e 
«nterbriirft »erben muffen. IDiefe SWetbobe ^at femer, nid>t bfo« »enn 
ti (id) barum banbelt, bie SKefuftate bem ®ebdd)tniffe ein)u))rdgen, foni^ 
htm Mi) ^ti f(^»ierigen analptifdien Unterfud)ungen ibre großen SSor^ 
lüge ; »e^boTb ti wn ^i^iti^Uit i(l, f[d| eine« foldjen mdd)tigen S^iA^i^ 
mitttii nid)t )u entfd^Iagen, )umar »enn man er»dgt, baß man bem 
äJerfa^ren bie i^m fc^einbar abge^enbe Strenge jeberjeit »iebergeben fann. 

IL 2Bir übergeben bie 3tn»enbungen biefer S^eorie auf bie Elemente 
htt ®eometrie, ba fte fld| t\xi Seber Ui^t felbfl %n ergdn)en t)ermag^ mtb 
fdireiten fofort ju ijren Itnwenbungen in ber I>ifferentialrecf|nimg. 
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di feiet! j, z, t,.^ bditbi^e, gegebene ^mttionen )^on x; toettn 
nun X einen 3^itoad)i dx er^dft, fo »erben bie Suwactjfe, xodd)t 
Yf Zf t«.« baburcf) ietommen, wn ben gegebenen 9ie(ationen, in benen 
biefe SerÄnberfid^cn )u x flehen, ab|!Ängig fein uub man wirb fiaben: 
dy = Adx + Bdx«H- , . . , dz = AMx + B'dx« + ...,... ®et(f|e« nun 
aud) ber 3»«^ unferer Operation fein mag, fo foß borf) dy mit dz, dr^, 
bergeflaft combinirt »erben, baß barau^ eine gewifle ®feirf)ung IVI=o 
entflebe. ©ubftituirt man jeßt barin flatt dy, dz. ..ibre SBertbe, fo 
toirb ftd) dx a(j gemeinfcl)aft(id)er Factor fferaudfleUeU/ mittfin in mietet 
®(ei(^ung »eggelaffen werben f6nnen, fo baß bie erften (Soefjtcienten 
A^ A^ « « . adein fein dx mebr cntf^alttn. yim flnb aber x, y, z«« . alj 
beflimmte @r6gen anjufe^en, »d^renb i^re 3n»a*fe dx, dy, dz... ffeiner 
aii jebe anbere noct) angebti(f)e ®r6ße »erben fbnnen, in ber 9(rt, baß 
fiir ilx=o bie ®(eid)ung M=i> äffe ©lieber B, B' . . . verliert. ÜRan fann 
baber f(t)on t)orn^erein bie 9iect)nung loon biefen ©fiebern befreien unb 
d)=\dx, «)z=aMx ♦. . fe^en; bie übrigen t)ernad)Idßigten ©lieber |)flegt 
man unenb(i(t) f Teine ©r^ßen ber )»eiten Orbnung ju nennen, 
eine ^Benennung, bie nur aii tin abgefurjter 3(u4bnuf }u betracf)ten ifl* 

riefer iarfleffungöweife iufofge (lebt man bie ©r6ßen ali ani wu 
btfümmt f (einen Xbeilen beflebenb an^ n>el(f)e man tifferentiale nennt 
unb mit btm Sud^ftaben d btitidjntt. ^iefe I^ifferentiate mit ben n>ir& 
Kd)en ©erneuten terglicf)en, jinb nur um »erfc^winbenbe ©rbßen 
baoon iE>erf(t)ieben, b. ^. um fo((f)e ©r6ßen, n)e(rf)e bie 9ied)nung 
{um a3erfct)tt)inben btäd)te, n>enn man and) barauf 9tü(ff!d)t ne^ 
men toftrbe* Tie auf foId)e S5etracf)tungen gegriinbeten SKefuItate »erben 
wegen biefer 31rt »on geilem, welche man begebt, inbcm man jene unbe# 
flimmt ffeine ©rbgen flatt ber n>irf(icf)en nimmt, feinedmeg^ ungenau 
fein. Siefe fogenannte ÜRetbobe bti Unenblicben fitbtt mit ber ©reuten^ 
lebre ju einerlei SRefuItat, aber bie erfie i]1 offenbar einfa(t)er unb jur 
9(nn)enbung bequemer, obfdyon fle übrigen^ nur a(d ein abgefurjter 9(u& 
brud ber anbem, ober ali tin bequemere^ QRittel }u bemfelben 3n>e(fe ju 
betradjttn i|J* Tie i^ifferentiale dx, dy t)on x, y jinb nid)t genau bie 
3un>acl)fe biefer Ser&nber(ici)en, obgleich man fle ali fo(if)e bebanbeft, 
weil fiatt dy=Adx-|-Bdx2... bldi dy=Adx genommen wirb : e^ flnb 
»ielme^r folrf^e ®r6ßen, wefcfje i)on ben 3n»arf)fen um üerfrf)n>inbenbc 
@r6ßen iDerfd)ieben finb, b. b* wn» ©türfe, welche burc^ bie Stecftnung 
t)on ferbfl wegftefen, wenn man barauf 9iiicfftd)t nebmen woffte, unb bie 
baber fitgrid) ganj wegbleiben fbnnen. A ifl bad, wa« wir bie Xeriüirte 
genannt unb mit y' bejeirfinet f^aben, bie wir für jebe Junftion b^rju*' 
leiten wiffen* Ucbrigen« i(l e^ febr leicftt, wn ben eben auSeinanber 
gefegten ^viniipien au^ge^enb, biefe X)eriDirten t^on 9ieuem )u ftnben. 
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■ ' II I 

Jofflenbe 55eift)iere »eiten ^mreic^en, um bem Cefer biefe jweöe 
93efianbrung^n>etfe )u tetgeit« 

1) €« fei y=zf^ wo z uttb t gutiftionctt wn x (Inb* SWait ^at 

djrrfz+dz) (t-f-dt)— zt=ld2+zdt^ »ewi motl ba« ^robuft dz^dt ^Xif 

«ac^Idgigt, tt)ef<^e« nur dx», dx» . . . eittjdft. 

2) %&v yÄz» Jat man dy=(zH-dz)«— z»=mz"--»dz, tt)enn man 
bie ©rieber dz«, dz» • ♦ . toegttßt 

3) «« fei y=a« ; ^ierau« d)r=a«+^— a« =a« (a^— 1). Sflac^ §• 174 
ber 56^em Sffgefcra ifl aber a'^=l+kh+ •.•; folglid» dyr=fca«dz, 
wenn man bie ©lieber dz 2, dz* * , ♦ unterbrücft. 

4) j=Log z Qibt z=ay ; Jieron* dj=Log (z+dz)— Log z=:Log 
Ah-.^); folglid) a'^/rziH-^. Knn ifl ady=I+Wy; mithin dy=^, 

lir. Sie 9Ret^obe Ui Unenbß^ien befielt alfo, toit man ffe^t, 
bariU/ bag mm in ber SRedinung für bie n)irfricE)en 3un)acf}fe, n>e((f)e ben 
©egenflanb berfefben ou^madien, anbere ®r6ßen Don foldjer Sßefdjaffcni* 
bete fttbfKtuirt, ba^ baburd) im 9lefu(tat nic^t^ gednbert toixb. Slnflate 
ber n>irnid)en S^wadj^^, toeld)c fd)n>er )U bezaubern n>&ren unb bie 
Operationen nnn6t(tgenoeife loenoideln tt)&rben, nimmt man einfactyere 
®r66en, totldit bei ber beabfictytigten Unterfud)ung unb ben au^iufu^ren^ 
ben Siec^nungen icqnemtx )u ^anb^aben ftnb« Um aber berg(ei(f>en 
@r6ßen mit ®icf)er^eit einführen (u f6nnen/ mn$ man wt Mem bie 
Ueberjeugung geioinnen, baß baburcf) fein ^e^tt entfiele/ unb baß/ wenn 
man i^nen bai 9Beggerajfene ^insufägte, bie abbirten @tücfe ftd) gegen^ 
feitig aufgeben würben. — Iiamit unfere SDlet^obe mit t)6ttiger ©iii)er^ 
^ät angewenbet werben f6nne, muß einer uner(d6(id)en Sebingung, 
nimlidj ber Qilcidj^tit ber ®ren}en ©enuge gef4ie^en/ wai t)er[angt, bie 
wtrflic^en ®r&ßen mit ben bafiir fubflituirten )u vergleichen, hierbei fte 
SlitidjieitiQ ffc^ dnbern )u (äffen unb )u feben, ob bei i^rer fortfc{)reiten^ 
ben Serminberung ba^ SSer^dltniß berfelben ficf) fortw&^renb ber (Sin^eit 
n&^ert, weCctye in ber X^at feine ©renje abgeben mu9* @o fann man, 
mnn ein Sogen BM C^ig. 1) ben 3uwad|ö MM' er^lt, für ben festem 
bie @e^ne MM' neffmen ; biefe @e^ne ifl nimlid) bai X>ifferentiar bei 
Sogeni/ totU in bem 9){aße bie fünfte M unb M' einanber nd^er 
räcfen, ber Sogen unb bie @e|^ne fortw&^renb abnehmen nnb i^x fßtxs 
^Äftniß bie Sin^eit jur ©renje ^at. ÄcineSweg« barf man aber MQ 
ali bai £ifferentiar t^on MM' anfe^en, unter bem Sßonoanb, baß MM' 
itnb MQ ^idj ber ®(eic^l^eit nft^em nnb ifx\ammen ÜtuD werben ; benn 
II. m. 3^. fdüd. 22 
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unb bx/ tt)e((f^e {ufamnun 9luK YDerbeit/ baj Ser(&((ntf[ ^,be^tn®ttni€ 
bie 92uK unb nid^ bie (Stn^ett tfl. 

Set ber SergTddiimg etne« Areiibogenj mit feinem @imi tarn 
man ben Smoac^i Ui tincn f&x ben bej onbem nehmen* 9lttn gibt 

y=8in z mi bie Stelation dy=8in(z+dz) — sin z=sin z cos dz+sin dz» 

cos z— sin z« ®eOt man barin dz flatt sin dz nnb 1 ^att cos dz, roai 
^ier erlaubt i% mei( bo« Ser^äftniß biefer @r6ßen bie Sin^eit {ur ©rente 
^at; fo finbet man dj=dz«cos z. (Sbenfo erfidit man für y=cos z bie 
Siefation dy=Gos z cos dz — sin z sin dz-— cos z== — dz sin z, toenn man 
bai eben ©efagte babei wieber bertt(ffid)tigt« diu $rin{ip^ bai man bei 
biefer Se^anblungän)eife nie aai ben ^iü^tn «»erfieren barf, ifl bai ^rin^ 
)if) ber Jc^omogenit&t^ toeU)ti barin befle^t^ baß bie Sijferentcare jeber^ 
^eit wn ber ndmlic^en 92atur di bie betra(t)tete ®r6ße feCbfl unb loon 
berfelben Orbnung unter einanber fein miijlen* S((fo ifi baö Differential 
einer Önie fein ^unft, ba« I)ifferentiar einer glddje feine ?inie, ba« 
IDifferentiar eine« Xbxptxi feine grddie; ftberbieß barf jebe DifferentiaTi^ 
forme! ^eti nur foXd^ ®(ieber enthalten ^ worin bie Differentiale wn 
einerlei Orbnung flnb* — Der ^ier aufgehellte ftunßgriff ^ weldier bie 
Differentiale fo bezaubert/ ali wenn {ie )i>6Uig genau wdren^ fii^rt in ber 
Z^at )u unt)oD|ldnbigen (Sleic^ungtn ; man fann be^M^ aber ganj un^ 
befummert friU/ weil man überzeugt ift, baß bie 9iid)tigfeit bti (Snb# 
refuttat« taburd) feinedweg« gefl6rt wirb^ fobalb man dn eigentficf^e« 
®ren))>er(drtnifl in Sfudfic^t ^at, bai fär bie wirflic^en (Sfemente wie 
für beren (leDt)ertretenbe Differentiale baffelbe iß* Diefe Sebanb(ung«# 
weife bietet fld) anfdngßdi af« ein bloße« $(nnd^erung«mittel bar, weil 
man ®r6ßen bntdj anbere i^ntn na^e liegenbe erfe$t t^a aber unfere 
9{ed)nung nur (ur Ermittlung von ®ren)t)er(dftni{fen, welche ^r bie 
eigentfidjen ®r6ßen wie für bie ipiilf«gr6ßen biefelben jinb, belKmmt ifl; 
fo (ie^t fie (in(id)t(i(t) ber mat^tmati^if)en ®(f)drfe ber Slfgebra feinet» 
weg« nad). Der 9u«bru(f unb bie Sejeidinung ffabm bort wie (ter 
einertri ©enauigfrit/ weiT man mit ben Sorten unenbTiciy ffetne 
®r6ßett ober Differentiale nidfti anber« fagen wiU, ali baß 
man wn unferer Stec^nung nur in benjenigen Problemen ®ebtand} |u 
macf^en gebenft, weCc^e nidjt wn ben in SBetrac^t genommenen ®r6{letf/ 
fonbern toielme^r »on i^ren ®ren)t)er^d(tniffen ab^dngig finb* jtur} ^in 
Differential {|1 tin Z^tit ber Differenz, beffen SBer^dftniß |u biefer Dtf^ 
feren) bie Sin^rit )ur ®renie ^at 



IV« Stefe ^ßxiniipim ftnben in ber ©eomehrte unb SSHcdfamt ^&u^ 
{Ige Shttoettbuttg* (Einige Setfptere t)on ber erßertt 91rt ber 3(nn)enbitng 
m6gen je(;t forgen* 

1) 5*^ 6urt)en auf recf|t»i«f lige Soorbinatcn bejogem 
S« fei y=:fx bie ®reid)ung einer (iux^e, BM=s (gig« 1) ein Sogen 
berfe[6en« @{e^t man bie SBerQ^rungälinie MT ali bie Serl&ngerung 
bc« nnenbrid) ffeinen (SfemenW MM' ber ^nrot an, toai nid)« Slnber« 
j^eißt, ar« bie ©e^ne be« Sogen« M\l'=(ls fann ber ?tnie MH fo na^ 
(ommen/ al6 man nur immer n)iK; fo wirb ber SBinfef M'MQ^ beffen 

a^angente=-^ i\t, wn bem ffiinfef HMQ nur um eine unenbKc^ 

ffeine ®r6ße i!)erfd)iebett fein. t:ai re(^ttt)inttige ^reierf M'MQ, beffen 
®nten dx, dy unb ds finb, gibt bann 

. TangT=|,co,T-|,.in'I'=Jl. 

Da iai Ser^dftniß bei Sogen MM^ )u feiner @e^ne.fi(^ o^ne dnbc 
berSin^eit nd^ert^ fo fann man ben Sogen ds (latt ber@e^ne nehmen; 
ba« rec^twinKige treiecf MM'Q liefert ^iernad) d8=f^(dx^+dy-). 

SRennt man i bie JlAcfje CBMP/ fo taxin man MPP'Q=ydx für dt 
nehmen, totii ber gldd^eninjiaft Ui Dreiecf« MM'Q={dxdy eine unenb^ 
lid) fleine ®xb^ ber i^eiten Orbnung ifl. 

es fei ABCD . . • L (gig. 57) irgenb eine Surt>e, um bie ein i^off^ 
(ommen biegfamer ^aben gelegt ifl^ beffen einer (Snb^nft in irgenb einem 
fünfte L ber dut^t befefligt wirb unb beff'en anberer @nb))unft flcf) in M 
befinbet. Xenft man fid} nun ben $aben abgetoidert^ bergeflart baß er 
immer angefpannt bUibt] fo wirb ber $unft M mt anbere Sun>e Mivi'M'^ 
befcf)reiken. X^iefe neue Surt)e b^i^t bit CtDOfjoente ber erflen unb biefe 
erjle bie Svofute ober SIbgewiderte. £a« in jebem Slugenbricf }tt)ifcf)ett 
ber SDOfute unb St)Ol)>ente enthaltene ®ti\d bei gaben« ^tift ber ^alb^ 
meffer ber (R^orwente : ^ierna^ ift fÄr ben ^unft M ber (S»ofeente bie 
Oerabe MB biefer ipalbmefler unb bie Oerabe M'C berfelbe für ben 
^unft M'. Setra(f)tet man itiit bie SDofute aii ein 9>ol9gon t)on uni^ 
enbrid> i^ielen Seiten AB^ BC ♦ • ♦ , fo ge^en bie ffeinen ©tfirfe MM', 
M'M" • • . ber (Swl^entt in ffeine Äreidbogen ober, beren ^ittüpunftt 
in ben fünften C, D . . . liegen : ei ifl bieß ber ®runb, warum man 
bie Areife, werd)e be)figrid} MC, M'D « • • ju Siabien baben unb beren 
(Teine Sogen mit jenen ber Sioofoente {ufammenfaKen, ^rfimmung^freife 
berfe{ben an jenen Stellen genannt ffat Vit Arämmungdbafbmeffer fInb 
ba^er nidfti anbevi ali bte ^albmeffer ber ^olt^ente. Um nun bie 

22* 
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®r6ße terfefben )tt (efKitimeit/ ^at man bie ®(et(()mtg Sogen MM'=: 
MC«MCM^^ ober wenn man ben ArfimmnngtM^meifer mit c> unb ben 
entfpredjenben Sogen mit ^ bejetd>net : ds=c>-MCM' . • . (1). IDie ^aib* 
meffer MC^ M'D flehen aber ref))ecttt> fenfred)r auf ben tltinm Sogen 
MM', M'M" ober auf ben baju flej>6riflen Serii^rungWinien MT', M'T'; 
mithin ber ®infel MCM' g(etcf) bem MnUl TKT^, weldim biefe Se# 
ru(rungd(tnten mit einanber 6t(ben* ferner tfl offenbar ber (entere ffiinfel 
g(etd) bem 3utt)acE}fe/ xotldjen bti bem Uebergange )öon einer Serü^rung^^ 
{tnie |ur anbern ber SBinfel er^&(t/ ben bie £)rbinate mit einer biefer 
Ser&^renben madjt. Siegen ba^er bie (entern Sinien einanber mtnUidi 
m^t, fo n)irb i^r 9Binfe(, fo(g(id) andj ber SB3infe( MCM^ ber entfpre^ 
c^enben ^ummung^balbmejfer MC, WD bai Differential M SB3infe(^, 
toeCdien bie Serit^rungdlinie ber (Surt)e mit beren £)rbinate einfäftießt, 
fein* 

^iemad) t)em>anbert fid> unfere SleTation CO in ds=().cl.TMP,(2) 

wo MP bie JDrbinate ber (Surt>e ifl« 

ÜRattMa6ertangTMP=^ uttb 

d.TMP=C082TMP.a. ^ssr^«!' T^ > 
dy ds* djr ' 

baburc^ wirb bit ©fetcfiung (2) : 

ds» ,, 

dyt.d2±— dxd'y* 
dy 

2) %&t (Eur»en auf ^oUrcoorbtnateit be|ogen. £«n(t 
«an fi(^ OM« bem 1>or CA) (gig. 9;) al« aRtttrfpuitrt mit bem t>eif>* 
meflünr AM=a ben unenbric^ Keinen ^eiöbogen MQ=ud^ beft^rieben, 
fo fonn biefer mit feinet/ wie ber Sogen ber Surve MM'=ds mit feiner 
Sie^ne MM' »etwedtfeit werben. 3(1 nun AT fenfred)t auf AM^ fo 
fotgt Mi ber SeMic^feit ber Z)rei((fe MM'Q nnb TAH : 

M'Q AM "^^ du u ♦ 

fo(flri(^ ©«btonfleiite AT=2rj— . 

2)ai rcf^twinffige Sreietf THA gi6t 

_,. AT nda 
t.ng TMA=j55 = ^. 



Ml I ■ I I— — — ■■ III I ■■ ■■ I ■■ !■ ■ I - 

Setra#et matt bai Sretecf MM^Q aii tin ttd^MintlxQti gerab# 
Kitifle« ^Dreiccf, fo toiiA MM'2=mQ«+M'Q« ober is=:r^{MM6^+du^\ 

Vai ttffereitttor bti Stt^aM ABM tfl AMM^ fär toadja ittait 
btn ^tiiani^djnitt AMQ tte^mett barf. i^tentac^ 

clr=ViAMxMQ=J/2U^d** 

3) SompUttattott uttb dnbatut ber 9lotatioit«f6rper. 
t^urdi bte Uittbre^ung be« Sogen« BM (^tg. 13 um bte 3(d)fe Ax totrb 
bte 06erfl&d)e o, uttb burd) bte Utttbre^uttg -bei Ketnett SBogetti MM^=iis 
bte frutnttte 06erfld(f)e etnei abgefiu^tett Stt^tli er}eugt, toe((^e« bad Xiffe^ 
rettttaf du ))ott u tff. SRatt (at ba^er 

clu=«/jMM'Ccir.PM+ cirP'M0=2^}d»^ 

(Si etttfte^t fertter burd) Utttbre^uttg ber ^(dc^e CBRM ber A6rper v 
uttb burd) Jette be« Zxap^iti MFP'M^ bai Z)tfferetttta( dv beffelbett/ loeli^ 
d)ti ittott (di etnett S^Iinber anfe^ett barf/ beffett fretdfinntge Saß« ben 
i^aftmejfer y befiftt unb beffe« ^i^« ^^ tjl; forgfi(^ dv=:;ry«dx. 

4) 6otnf)[anattott uttb Qniatnx ber ^irper überhaupt 
(?« fei ü bie OberflArfje MN (gig. 38 itttb 39) etue« beUebigen ÄSrper«. 
9&9t matt itiit b(o^ x um dx toacf)fen^ fo totrb bte 0l&cf)e ber 3ottt BM 

tai Differential ^ dx tjon ü fein* ?lenbert man herauf y in y+dy 

d'G 

um, fo i(l bii gldt^e -^C=— j- ba« Differential ber »origen 3one» 

Diefe ^liid)e MC fanu man nun aÜ mit bem ^(dcf^enflficf Mr^^q' )u^ 
fammenfaSenb anfeben / toerd^eö auf ber in M an bie Oberf{dd)e gelegt» 
ten Serfibrung^ebene (tegt^ unb beffen ^^rojection auf ber (Sbene xy ba< 
9fied)te(f PS=dxdy bi(bet* Sejeid^net man ben 92eigung«toinfe( ber er# 
wdbnten Serubrungtfebene gegen bie Soorbinatenebene xy mit «^ fo ^at 
man dxdy=:Mi'*'q'xcosa; forgKd) ^(dc^e 

MC=^=axdyrCl+pHq«), 
ober d«ü=dxdyr(l+p2+q*). 
3(1 femer V ber Snbatt be« Äbrper« EFMN, fo wirb ber 3nbaft 
be« Äirper« MüFO=-^dx, unb ber be« Stbmptti MCSP=^dxdy 

feitt. &it^t man nun biefen Ulitttn ali tin fenfred|te« ^araffetepipeb 

* d^V 

»on ber »aji« dxdy unb ber ipi^e z an, fo l^t ma«j^=z. 
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Xa« Sotiimeii eine« Stbtptti auf ^orarcoorbinateit bqogen ju fin^ 
ben : — Sd feie M ein befiefciger ^unft bti Stbtpni, ber ^unft A in^ 
nertalb beffelbeu (^ig* 58j ber Urfj)runfl ber Soorbinaten, u=AM ber 
SIbfianb beö ^mtM M »on A, i/=MAZ ber ®inW M 5Rabiu«rei> 
tor« u mit bet ))Of[ti))en 9(4lfe ber z, q>=\kP ber 2Binfe( ber ^^rojec^ 
tion AP biefer @eraben anf ber 66ene xy mit ber Sldjfe ber x. ÜHan 
t>erfdngere AM bi« )n einem anbem ^unft M' M Äörper« unb fege 
AM'=ii+du; befcf^reibe bann axxi A ali ÜRirteft)unft bie jtoei Ärei«^ 
bogen MN, M'N' iinb fe$e ®infer.NAZ=^+dV', unb benfe fic^ enb^ 
(i(f) bie @bene MAZ um AZ gebrebt unb in bie ?age ZAR gefommen unb 
feee XAP'=g?+d^* 3luf biefe Seife entflebt tine erfte ?>9ramibe, beren 
@))i$e in A liegt, beren ^6be =u unb !Baf!« bai ^ier ali eben ange^ 
(ebene Clement MNQR einer frummen Dberfl[4d>e ifl, unb eine jweite 
V^xamibe, bereu ©?)i$e ebenfaff« fid) in A befinbet, beren ip6be =u+du 
unb beren löafi« ba« wieber ali eben ongefe^ene ©erneut M'N'Q'R' 
einer frummen £)berfl[d(^e iff» ytun bat man MN=R9=udi/», ferner 
MR=NQ=usini/;.dg?, Weil jeber ^unft be« »iererf« MNN'M' bei 
ber Xrebung ber (?bene MAZ um bie 3((f)fe AZ eimn ^eidbogen 
MR=dg? befvfjreibt, bejfett ^albmeffer ba« Verpenbifel MT=usinV' 
«)0u M auf bie 9lotation«a(f^e AZ ifl« ^iernac^ bai SBotumen S ber 
erfien ^ijramibe =V8u»sinV'»d^»dgp unb jene« S' ber iwtittn ^i^ramibe 

93etrad)tet man nun bie Sifferenj S'— S ali bai (Clement bed 
Stbinptxi, fo bat man^ wenn bie ©lieber du^ unb du^ ali unenbiicf) 
f feine ®r6@en ^bi)tttx Orbnungen wegbleiben/ fSr bai SBoIumen be6 
@(ement6 fofgenben 9u«bru(f : u^sim/'-du^di/^^dg?; woran« ber 3nba(t 
be« S6rt)er« burcf» eine breifad^e 3ntegration gefunben wirb» 

Um ben 3nba(t be« ganzen ^brptti gu erbauten/ mug man t>on 
M=a bii u=f(<;p, \I0 integriren, wo f eine bur* bie SBatur ber Dber* 
fl[dd)e beflimmte gunftion bejei(^net; hierauf ba« Sntegraf be« JRefuftatd 
t)on V'='^ iii ^=^ wnb öon ^=o bi« (p=:3x furfjen, wobei bie Orb* 
nung biefer beiben Sntegrationen gan) wiCffibtlic^ ifi* 

SBenbet man unfere formet auf bie Auge( an, beren 9tabiu« =r 
unb 9Ritte())unft ben ^o( abgibt; fo erb&It man, wenn man wn u=o bid 
u=r integrirt, weif ^ia u »on V^ unb gp unab^ngig iH, f&t ben Snbaft 
V ber Äuger : Y—yzTVTsinip^aq>.ixp. 

Sntegrirt man jeftt wn i/c=o bt< V'=^/ fo fommt Y=%^fdq>, 
S^irb enblic^ wn <p=o bii q>=^2n integrirt^ fo ^at man ys^a^r^« 
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9toU IX« 

ütitt tie ein(fiOttti«tf0A(6em 

1) (8t fei M=ltx,y,z)=o bie ®fei(ftimfl einer ^iiäjt, wmn md^ 
bte itoti roitttü^xlid)tn Soitflonten ce^ /3 wxtommtn. ^&x bt^mmtt 23ert^e 
tiefer Sonffmttett tvirb M = o e^enfoK« eine icfHmmtt Oberfldcf^e aai^ 
btüdtn. 9limmt man je^t in ber S6ene xj eine tt>iaf ü^rTid^e (Eun)e ysgox 
an, uttb fleSt bann ttoifdyen ß unb « biefeI6e 9le(ation ß:=:q>a auf; fo 
fann ntatt, ttac^bem /3 eliminirt tDorben^ bem a nad} nnb nad) äffe ni5g# 
liefen fflert^e beilegen. M = o »irb onf folcfte 8lrt bte ©Wcf^nnfl einer 
SRenge wn: ^idjtn barfleEen, beren jebe t)on ber onbem nur bnr^i ben 
befonbem 9Bert^ wn a t^erfd^ieben ifl. £a< Syflent affer biefer ^(dc^en 
wirb burc^ tint anbere ^dd^e nmfc^roffen toerben, bie ti>ir mit Monge bie 
(Sin(iU(ungtfff&d)e nennen tooffen. Siff erentiirt man ndmh'd^ bie 
®Iei(^ttng M=o ber einge^üfften %tiidjtn Uof in 8e)ug auf <X/ fo ge^6ren 

bie beiben ®feid|ttngen M-o nnb -j- »o ber SnrDe <m, in n>e(d)er fic^ 

)tt>ei ndd)(i onfeinanber fofgenbe einge^iiffte gldc^n fd^neiben ober in 
wtldftt {toei bergleid^en ^(dd^ett t>on ber ein^fiffenben berfi^rt toerben : biefe 
Surt)e M Monge bie S^rafteriflif ber iSin^flffung^fldd^e genannt. 
(Sliminitt man ba^er a ani jenen beiben ®[ei(f|ungen/ fo erbdft man eine 
fAr äffe S^arafterißiifen paffenbe ®reid>ung/b.(. jene ber (Ein^üRungdflddje 

felbfL 8egt man in ben beiben ®(eid|ungen M=o/ -^=0, ttacfibem a 

einen befHmmten SDert( er^aften ^at, bemfe(6en einen ndd)f{fo(genben 

fflertj a+d« hd; fo »erben bie ©feic^ungen -i^^o/ y^i = o b^t 

ttd(^flfo(genben Sdarafterifiif lutommn, totldjt bie Sor^erge^enbe im ittU 
gemeinen in einem ober me^rem ^^unften f(^neiben toirb. Z)erX)urd)f(^nitt 
fott^er (toei ndc^fien S^araftenfKfen toirb biemac^ burc^ bie brei ®f eid^ungen 

M=o, -T-^«/ j— 2 =0 befh'mmt. ®iebt man in biefen brei ®(eid)ungen 

bem a aSe m6g(id)en SDert^e, fo befommt man bie Sbtfeinanberfofge ber 
X)ur(^fd^nitt»punfte je }tt>eier ndc^flen S^arafterifUfen. (Uiminitt man 
ba^er a ani jenen brei ®(ei(f|ttngen/ fo erbdit man )toei anbere ®(ei(f|ungett 
in X, j, z, xozldft berjenigen durot ange(6ren/ bie wn ben auf einanber 
fofgenben £urd)fd)nittäpunften je |tt>ei ndc^ffer S^arafteriflifen gebtfbet 
toirb. SSir tooffen biefe dnvot bie !Senbung6cur^e (ar^tc de rebrous- 
semeat) nennen. Tbit SSenbungdcurt^e toirb wn äffen S^rafterifiifen 
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eben fo berfi^rt t9te bte iStn^uIlimgtfl&cf^e wn aUtn einge^fiKteit ^&(^n 

6erül(rt wirb« &immxt man a ani ben ®ttidjnn^tn 
,- dM d2ivf d«M 

'^'=^^ d^="' d^^=^'-d^^=^i 

fo et|i&(t man bte (Sretc{)ungen für bte Seugungö# ober StMef^tpmÜt ber 
2{enbungdcurv>e/ ^unfU, bereit (Srifleitg ait bie dtealitlit ber ®r6Seit x, 7^ z 
geiunben if}. 

2) Um ba« ®efagte burc^ etit etttfac^e« SetTpieT ju ertdutmt^ woOeit 
lotr bte (SJtt^iWungdfl&c^e ater mit eittem »nb bemfe(6eit i^ofbmeffer r bu 
fd)nebettett ^gefn \udjai, bereit QKittefpunfte fc(^ tn eitter attf ber Sbette 
xy t>er)ei(f)neten (Sunoe 7=9'^ beftnbett. Sie ©(eiditmg biefer ^ge(tt tpt 
(x— cc)«+(y— b)Hz2=r2, ober, »eir ber OWdjuttg ber ertD&^tttnt (Surve 
gemÄg, b=^a gebacf^t wirb, U^ay+(y^g>ay+z^=r^, . • (1). 

Siffereittttrt matt brefe (Steidiitttg )n>eima[ tit Sejug auf «/ fo (ot man 

(j— y«)^"«— (gp'«)«— 1=0 • . • (3). 

IDie ®[ei({)ungen (1) unb (2) geftett für jebett etn)e(nen Sßertd l^tt c« 
bie biefem « entfprecf^ettbe S^arafterifltY* (SItmiitirt aber a aai befi 
®(d(f)uitgen (1) uitb (2)/ fo er^&rt matt bie ®(ei(f)ung ter (Sin^iiairagi^ 
ild(^e* Serbtnbet matt mit bett ®(ei(f)ttngett (1) itttb (2) itoc^ bie ®(et^ 
4iuitg (3)/ fo bat man nacf) t>oI[6rac{)ter (Elimination w>n a bie Reiben 
®(eici^nngen ber Senbung^cur^^e« 

Um bieg auf tin befonbere^ Setztet an}mi>enbett^ fei bte Sutdc, 
n>el(f)e ber 9RitteI))unft ber £uge( bur^il&uft^ ein Stt^ii «>om ipalbmeffer 

Q] fotglicf) g)a=J^(Q^-a^X 

^itmadt ^txtoanMn fit^ unfere bret ®(ei(t)ungen in : 

yp^ =0 ... (3)« 

(Eliminirt man « au4 (1) unb (2)/ fo er^d(tman fi'tr bie din^nUim^i^ 
fl&c^e bie QUidjmQ : 

S)ie ®(ei(()ungen (1) unb (2) lufammen genommen ge^6ren für bte 
S^arafterifiif ; biefe Unit ifl tint ebene Surt^e, totil i^re ^^rojection auf 
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xy eine ©erabe i|i, u«b liegt in einer auf xy fenfredjten Sbene* Um 
bie Statur ber a^atattmflit n&^tt fennen }u (enten, tooUtn wit fie auf 
SooAinaten/ toelcf^e in i^rer dbtm (iegen/ 6eiie(en. Siir fu^ftituiren 
beß^oTfc in 0) fut x, y^ z refpectito bie Sßert^e x'cosi/^, x'sini/», y' (fie|»e 
bie onalytifc^ ©eometrie im fStawn^, §« 50)/ tDO fttr ben Sffiinfel ^, 
»eichen bie Änotenlinie 8ebadf)ter gbene auf xy mit ber afd^fr ^^^ * 

einfctifießt, bie Delation tang ^f,=:L-J^ / befielt Sffiir erhalten ba^ 

buxdj bie ®Ieid)unfl (x'— (>)24-y''=r2; bie S^arafteri(Kf i|i ba^er ein Ärei«, 
beffen Jpolbmeffer ^r^ unb be^en SRittelpunft auf ber ^otenlinie in ber 
(Entfernung q wm Itrfprung ber ßoorbinaten Hegt« 

fftott X« 

ütUt bie htuUvP^htln 9U(i)tn. 

1) ^ie (5igenfdf)aft, »elcfie bie be^eIo»)»jaJern (entwicfelbaren) gW^ 
$en ^or aEen anbem auiieidjmt, ift^ bag fie Hdf, noenn fie t>offfomnten 
biegfam unb unauöbe^nbar mdreU/ o^ne IBrud^ unb S3erbo))))eInng in eine 
einjige @6ene ausbreiten (äffen* 

triefe ^ihd)m fbnnen cii ani ebenen (Sfementen wn unbeflimmter 
ginge beftebenb angefe^en »erben, beren »reite aber unenblic^ Rein ifi, 
unb bie fid) be§b<t(b in geraben Sinien fdfnetben. S&^t man n&mricf) biefe 
einjefnen Sfemente pcf) um bie geraben önien, in ti>el(f)en fie an tin^ 
anber grenjen, bre^en, bis äffe in bie (Sbene beS erflen gefontnten finb; 
fo toerben fic^ auf biefe 9Irt äffe Elemente ber %l&d)^, b. ^. biefe felbfi 
in eine (Ebene pbne Srucf) unb Serbo))))e(ung ausbreiten (äffen. ^Sftan 
fann jene @(einente aU X^ei(e einer fid) bemegenben (Ebene in i^ttn 
Derfd)iebenen auf einanber fo(genben Cagen anfeben, toobei biefe(be fi(ft 
nadj einem t)orgef(^riebenen (Sefefte bewegt, baS für jebe f^)edeffe beöe^» 
(0f)f)abele ^I&cf^e ein anbereS ifi. X>ie q^(inbrif({)en unb conifc^en ^iditn 
finb nur a(S befonbere gdffe in ben beY)e(o)>pabe(n %liiditn entba(ten. 

Sßir woffen nun tit äffen be«)e(of)pabe(n ^(dcben gemeinfd)aft(i({|e 
®(eic^ung auffuc^en, öon tt)e((^er 83ef(^aiFen|feit and} bie »ewegung ber 
erjeugenben &me fein mag. ?egt man )U biefem Ißebuf burd^ ben 
^nntt X, 7, z irgenb einer bet>e(of)pabe(n ^(d(^e eine IBerfi^rungSebene, 
beren affgemeinen (Soorbinaten X, T, Z finb ; fo $at man fär biefe 
(Ebene bie ®(eicl)ung : Z=pX+qY-f.z— px— qy. 

®oa nun unfere ^d(f)e wirffic^ bet>e(o))pabe( fein, b* $* in bie Se^ 
ru^rungSebene ausgebreitet n^erben (innen; fo mu^ eS SIenbemngen 
t>ott X unb y geben, n9e((^e auf bie (Eoeffidenten ber (Soorbittaten X, 
Y, Z unb auf baS wn ben (entern unabhängige ®(ieb feinen (Einfluß 



^abett; ober mit atibettt ffiortett^ ba< Sufammenf^efle^eit ber ©(ttc^imgett 
dpso, dq=o, d(z— px— qy)=o mit^ in6g(t(^ feüt. la bie leftte 
biefer ®(et(^imgen m ben (etbeit anbem begrifett tff / fo ^ahtn xoix ^ 
Moß mit ben Sebingungigletc^ungen dp=o, dq=a, ober rdi+sdy=o, 
sdx-f-tdyrr^o, ober r-}-sj'=o, s-Ht)'=ro )u t^iut. ©le belh'mmeit bie 
fftidituno, in toüd^tt man wm ^mü x, j^ z ani auf ber bet>e[opf>a^ 
iün S(i(t)e fortgeben mug / o(ne bie (mte / m n>e((f)er f!e bte biefem 
?>wnfte enrfprec^enbe »eru^ntttfl^ebette trifft, ju »erlaflen^ ^rimtnirt 
man y' aui jenen ®rei(^ungen/ fo Jat mm rt— s^=o aW ®(ei(l)unfl 
)tt>tf(i)en )tt>etten ))arttellen ^tfferenttaren für fdmmtitc^e be^e(o))t)abern 

2) Setoegt fic^ eine dbtnt bergefloft/ bag fie fletö tn oOen auf 
einanber folgenben ^^unften einer gegebenen Sun)e fenfred)t auf berfelben 
bleibt; fo n>irb iai &pftm ber £ur(i)f4initte je )n>ei n&cf^fUiegenber 
Ebenen ofenbar eine ie»doppabU ^(dc^e bilben. triefe ^(dc^e/ a(« ber 
geometrifd^e Ort ber auf einanber fotgenben £ur(^f(^nitte ber be»>egli€4en 
<?bene, fann bi^vnaii) aii tint (Sin^AKnng^flddfe angefe^en toerben, 
lod^renb bie betoeglid^e (Ebene bie eingepaßte gTdcfie ifl. X)ie S^arafte# 
rifUf ber be)>eIo))f)abern ^dcfje mu^ ba^er eine gerabe Sinie fein* 3e 
2n>ei ndc^fle (S^arafteriftifen toerben, toofem ffe nic^t parallel finb/ fid) 
in mm 9)unfte fd^neiben, unb ti toirb ber geometrifcfie Ort biefer 
X>ur(f^f(f|nittö|)unfte auf ber be))eIo))|>abern 9Id(i)e eine ffienbungicurve 
bifbeu/ meiere t)on allen erteugenben ®eraben biefer ^dc^e berührt n>irb* 
i^ierau^ folgt, ba^ t)on jeber ©eraben, toelc^e fid^ (dngfl einer gegebenen 
<Surt>e fie fletj berü^renb bewegt, tint bn)erop)Kib(e grdd^e befc^rieben 
wirb, xoddjtv biefe dunot M 93enbungdcun)e entfpric^t 

3) 2itr wollen nun bie ©feid^ung ber bet^efoppabefn g(d(^e mi ber 
(gigenfdiaft herleiten, baff fie immer fenfredjt auf einer Surt)e x=fz unb 
y=Fz liefen foll. (S6 jfei bc«|farb z=a bie Drbinate irgenb eine« 
fünfte« ber Sunje unb z=Ax4-By+C bie ©feidfung einer dient. 
2)ie Sage berfelben wirb t>illig htfiimmt fein, wenn fie burc^ jenen ^^unft 
z=:a ber dnwt ge^t unb auf folc^er fenfret^t fie^t; bie (Soefficienten 
A, B, C, t>on welcfien biefe Sage ab^dngt, finb mithin and) t)6([ig be# 
fümmt unb f6nnen ali ^unftionen t)on « angefel^en werben* Vit @(ei# 
d^img ber beweglidien $bene, burd; bie eine be)>eIoppab(e ^(dcf^ erjeugt 
wirb, fann man ba^er unter folgenber ^orm barfie Ken : 

z=x^a+}'V'^+^ • **0) 

Um ben Vntd)idinitt zweier unenblic^ na^e liegenber Ebenen {u 
erhalten, mn9 man bie ©leidfung (1) in Seiug auf cc biferentiiren. 



9l0ten tut SifferentiAlreAittitii. 547 

(Si QieU mi bieg : x^'u+y^^a+i=o • . . (2), fo baß bai B^üm 
ber ®fei(f)utigen (1) tinb (3) bie ßrseugungdrinte ber b^üo^j^paUin 
grd(^e barffeKt, beren ©teic^unfl mithin ba« SRefiiftat ber (Sliminartwt 
wn c< ani ben 6etben «)0r(erge6enbeit ifi. IDtefe (Sttftotcflung (Aßt ji4> 
nici)t e^er aitöfti^ren/ atö bii man bte ^unf Honen go unb V" beflimmt/ 
b. ^. bie be^eloppabU ^Idd^e f)articu(arif[rt (at 

4) 2>ie ®fetdf)ung jwifcften jjartieffen IDifferentiafen für bie bet)e^ 
Ia)0))a6e(n ^I&cf^en ergiebt fid) fe^r (etc^t mi bem ®9ßem ber )n>ei 
enb(icf)eii @(eici)ungen (I) unb (2) mit )met toiüt&ixliiitn ^unftionen. 
X)ifferentiiren n>ir nluniid) bie ®(eic^itng (1) fou>o(ir in S3e)ug auf x 
unb z, »ie au(f) in Segug auf y unb z ; fo ^aben wir p=gpa, q=i/'cu 

Da (li^t p unb q ali ^unftionen einer britten ®riße a erfc^eineu/ 
fo ift eine ber erflern not^wenbigerweife eine gunftion ber anbtxn, b. J» 
ei ifl p=;Tq ♦ , , (3), totidiei bie affgeweine ©leidjung jwifcften erffen 
partiellen I^ifferentiafen unb einer »ittfn^riid)en gunftion fÄr bie bet)e^ 
loppabtln gldct)en ifl. 

Zit @ltidjnnQ (3) ^Ubt, tvenn man fit in S3e)iel^ung auf t, z unb 
auf y, z bifferentiirt : r=s«;i'q unb 8=t»;i'q; worauf 8-=rt • ♦ ♦ (4) 
a(d iDifferentialgfeidiung gwifc^en {weiten ))art{effen I)if erentialen fftr bie 
bet>e(of)))a6e(n glddien* 

5) Um bie 2)enbungdcurt)e ber be))e(op)>a6ern %lhd)t, b* ^. ben 
fleometrif(i)en £)rt affer Dur(i)f(f^nitte ber auf einanber folgenben dtitWi 
gungd(inien )n erhalten/ mu$ man ani bem Gyflem ber brei ®{ei(^ungen : 

z=a+xg)a+yT/>a , 

bie ®r6ße « eliminiren» 

6) fflitt man ani ben ®teidf)ungett x=fz unb y=:Fz einer Surt)e 

bie ber bet)ero»)})abern glAc^e herleiten, in weft^er alle Jtangenten ber^ 

felben liegen ; fo ^at man, wenn « bie ber ?tc^fe ber z jjarattele Drbi# 

nate eine« Serfi^rungöpunfte« iff, für bie ®leid^ung einer folcljen Xan^ 

gente : 

X — fa=(z — a)f'a • . • (5) 

y— Fa=(z— a)F'a • . ♦ (6)» 

(gliminirt man « au« biefen ®lei*ungen, fo er^dlt man bie ®Iei^ 
d)ung ber betjelo»j»)a6eln gldctje. I)iefe Elimination Idßt fld> »ieber 
nidjt e^er au«fi'tjrett, aW bii bie gunftionen f unb F befKmmt finb. 
Differentiirt man bie ®lei(%ung (5) in SSejug auf x unb z unb bie 



®Uid)mi (6) m Se)ug auf j utib z; fo futbet matt i=pPa uitb 
l=qF'«; »orau«, »ie $ut)or, folgt p=Äq» 

7) 3|i z=K bte ®reict)ttnfl einer brt)efo})j)a6ern gWrfje, fo fle^rt 
and) z=K+Ax+By+C, toenn A, B, C conflante ®r6ßen fitib, einet 
it^üoppaUin 9t&(f)e am benn n^egen ber tdpptUen Ziifferentiation 
finnen bie ®r6ßen Ax^ By unb C nebfl i^ren IDifferentioTen Uinm 
Sinfluf auf bie S3ebtngung^g(ei(f)ung rt=s^ iu^ttn. 

S) rie Stiche, bere« <?femente {u i^rer ^ojection in ber (Sbtnt 
xy ein conflante« Ser^iltniß Ifäbtn, ifi eine bet)erop))a6(e* SRon f^at 
nimlidj, toenn A eine conflante ®r6ße be)eid>net/ ^ier bie Stefation : 

Adxdy=dxdyra+P*+q»)/ 
Ober l-hpHq^A2, 

ober enMid) p=fti/ 
toie ti ber (S^arafter ber bet>e(oppabe(n %lliitftn mit fid» bnngt* 

9?ote XI in s* l«T« 

tIeNr bie dutcgrAtion irrationaler Differentiale. 

S^at man eine irrationale riferentialfornieC )u integriren/ fo muß 
man ))orerfl fe^en, ob fle nic^t burcf) irgenb eine ®ubftitution auf dnt 
rationale ^orm gebracht toerben f&nne* Unm6g(icf) ifi ei ba^in )u ge# 
langen^ toenn baö 3ntegra( fi(^ nic^t bur«^ Logarithmen unb ^iibogen^ 
ober nid^t in argebraifcf^er ^orm barfleffen (d^. ^olgenbe ani dnltti 
Sntegrafrecfjnung entfernten Seifyiefe toerben mi nodt mehrere @u6|K^ 
tutionön)eifen angeben, burdi n)e((f)e man irrationale Xifftttntialaui^ 
brucfe in rationale umtoanbeln fann* 

1) (Si fei y=/ax ^^'"'"^^'t^^*^ Um biefe gormef rational in 

o 'CX 

madfen, fe|e man KCa+bx^^-cx*) = xz ober a+bx2+cx* = x«z2. 



Wirfiy^-;/^^!^. 



gern« ift a4-cx*=Cz2— b)x2; 
«rfO (a-cx»)?=Ca+cx»)3— 4acx«=[(zi«-b)2-4ac]x«. 



9l0Un }ttr S>iffeventia(rec(ituttd- '^^ 

^icmac^ »irb y = — /r^äll^yEll^^ *^^ ^^'^ Stttegration feine 
noettere Sdinotengfeit bar6ietet« 3ft fie tooOfenbet^ fo fu6|Hruirt man tn 
bem SRefnttat, flott z ben Sltt«brucf r(a+b^Hcx*) ^ 

2) $(uf b{efe(6e SSetfe (d^ fcd| bie affgemeinere Formel 

^ J a— ex«» 

rational machen. 

©eftt man nfimKc^ f^(a+bx»+cx*°)=zx, woran« z"=-^i: — ^i^i^ ; 
fo erl^drt man bnrrfi Differentiation z«»-'dz= — ^ 7f^^ * ^^ierau« 



. A-z«x*»dz 



a— ex*" 
3(uj a+cx4»=Cz»— b)x" ergtöt (Ic^ ofcer 

(a— cx»»)2=[(z-— b)«— 4ac]x»« ; 

welcher ^bt^brucf va ber !t(at rational tfl. 

dx 

3) UmWeftrratio«aregonn«rdy= ^ ~~ rattonaT bat* 

' (a+bx»)r(a+2bx») 

jttffetteit^fetjtCurer ir^;^^=z. 

®c^t matt iu bett Cogarit^titett Üutt, fo rotmtit 
k=lx-ijUa+2bx»), 

woran« bttn^ IDifferettttaHott etttüe^t : 

dz dx (a-fbx") 

Cte Mtaelfflte JortneC »enoatibeft fid) \)\ttm^ üt : 

, dz(a+2bx") 
^y- (a+bx-Ji • 

9(n j ^s — ^-" — =« forgt tttttt a+2bx»= |2 » *»»«!« ^'O**^ 
r(«H-2bx-) 



zm Stoten mv SDtff€reiittaIred)nuttd. 



»ieber a*+2bax°=^, ober, »eitn man auf teibeit Seiten b»x-» 

^iitjufügt, (a+bxn)«= — ^-^^^ ^. Xun^ ©ublKtution biefer fflert^e 

ge^t uttfere formet enbltc^ m bett tationatta ^nibxnd 

4) ^tirdi eine d^nlic^e ®n6flitution (dßt fi(i^ audy in ber IDiferen^ 

dx 

tiolformef dv= sS bie Strationafitdt »eg^ 

- Ca+bx»)^(a2+3abx°+3b2x*»3 

X 

brinaen. ®efet man ndntlid^ z= "S / fle^t bann )u 

^ rC«2+3abx-+3bV») ^ 

ben Sogarit^men übtx ; fo er^&tt man burcfi X)ifferentiation : 

dz_ dx(a+bx°J» 
z "'x(a2 + 3abx«+3b«x^-J* 

Die t)oraeIeflte Differentialformel t^emanbeft ftcf) ^iemadi in : 



, _ dzCa'+Sabi^+Sb^x^») 
"*'— (a-Hbxn)3 



X3n 

€« i|l aber a*+3abx»+3b-x2»=— , woran«, »enn man auf 
beiben @tittn mit a mnitipU^ixt nnb bann )u beiben ^^robucten b'x^» 
abbirt, entließt: (a+bx»)»= — ^^" ^ Xurc^ ©ubfWtution biefe« 
Siert^fe« ftnbet man enblicf) ben rationalen Sludbrucf : 

dz 



dy= 



a+b8z3'»* 



9?ote XII gu §. 140. 

1) t'a« Sntegral /-p i(l wegen ber mancherlei ©c^wierigfeiten, 

bie ti mit fidj bringt, auf »erfci)iebene ®eife nd^er nnterftt(f)t »orben. 
£)ie intereffanteften 9!acftforf(bungen Aber biefe tran^cenbente ^unU 
tion, »efd^e ben 3lamtn 3ntegrafIogaritbme erbalten ^at nnb 
gei(o6bnfi(f) bnrc^ lix be^eidinet »irb, »erbanfen toix ben 9)2at^ematifem 
Mascberoni, Soldner nnb BesseU Sluf tim ^ö(^fl elegante Sieife ^at 
befonber« ber (e$tere btefen ©egenflanb in bem £6ntgdberger 3(r(^it> fAr 



Vl9ttn inr S>iffcrctit{a(rec(tiutid* Stfi 

9latuTOiffeiif(l)aft mt> STOat^ematif (K »anb, 3a^r 1812) be^anbrft, 
ti>e^(a(6 ed imi gemattet fem wag/ Stnige^ aui biefer idjbntn 9r6ett 
fiier aufjune^meit. Sie tm Xert aufgeßellte Steige 

Iix=C+1(tIx)+lx-H }M^4- ,-^3. . ., 

in mlditx man l(+lx) tid^men muß, »emt x>1, bagcgen IC— Ix), 
kveitn x<l, entfi&(r eine aSsemeitte S(uf{6fung ber Stufgabe; ituriflbtefe 
Steige toetttg comergent, toeim man beut x emen fe^r großen ober 
fe^r Reinen ffiert^ beilegt Um nun eine cont)ergirenbere Steige )u er^ 
galten, ge^t Bessel t)on ber befannten Steige : 

au«, bie nn*, ba lx=mlx" iff, liefert: 

totldit Steige n>egett ber roiUti^xliditn ®r6ße m fi^ jeber)eit htUtiiQ 
cont)ergent madyen IdfU ^iemac^ ^at man 

Zaxani folgt nun 

jtxt—iyix+K. 



SU9 ftoteit tttf £iffcfentialrc<^tiund. 

nac^fte^enber einfad^er/ f&x x=o loerfc^mtnbmber Slutttucf : 

Xm J A//|X" 2Xm 

J Arx) . 

m J Im m 



+ 2C 



2) Die «oeffideittett A, A' A" • • . jiitb aber, obgefe^eit toom 3ei# 
djett, Qtnau btefetteit/ »eldje au« ber dnttoiaiutti t)on ^+1^2^ «^»u, , 
in ber md) fleigenben ^ottnitn t>on w fortfaufenbett Steige 







entließen. %iix leitete Soefftcieitten ftnben mn folgenbe SIelattoiten (latt : 

B+{=o, i /B=-{=-A, 

C+iB+j=o, I lC=-Ä=A^ 

D+JC+}B+}=o, }»oraji«|D=— 5',=— A", 

E+iO+}C+JB+}=o, i /e=-,V==A'^ 

F+iE+|D+JC+}B+{=o J 1 F=-tJ,=— A'% 

IC. K. 

Da ba< ®efe( biefer ffiert^e fid) ittc{)t fog(ei(4 ju erfemten gibt, 
fo »offen wir geigen, baß bie Soefpcienten B, C, D . . . fAmmrticii ne^ 
gati)) finb unb fortto&^renb abnehmen« ®it 6erraci)ten gu biefem SBe^ufe 
bie )n>et bem nten unb (n+l)ten ®(ieber jener Soeffldentenreibe ent^ 
f))re(^enben ®(ei(i)ungen : 

N+JM+IL . • • . +-i^B-h— =0, 
n — 1 n 

P+iN+jM .... + -Lb + -1-=o. 
n n+1 

Z>tc orfle ffbt 



tooburcf) bie jiDette in 

&6erge^t IDa^ @(teb P t|} olfo negotto^ tt>ttm bie t^m «or^ergeMbeit 
e< olle ftitb/ ba i^re SRnftipItcatoren m bem t)orf}e^enben Sbtöbntcfe fic^ 
(&mmt(tcf) pofitt)) ^erau^fieSen. £a berfe(6e mit bem %täbrucfe 



P=. 



^{N + }M+{L... + -^b) 



n+1 

flleirf)6ebeutenb ifl, fo Jot man, abgefeiert t)om Beictien, P<-t^/ 
n>e((^er S3ru(f^ in bem SSage ffeiner tvirb/ a(i n tohd^it 

3) Die mit ben Soefficietttett A, A', A" • . . multipfijirten, einge» 
flammerten ^unf Honen ))on x bilben ieber^eit eine com)ergente Steige/ 

ix>enn x m <2. Um titi ein)ufe^en, braudien ti>ir hloi jeben wn ben 

itDei babei miglic^en Riffen befonber^ )u betrachten/ ndm(i({> bert/ n>o 

X m }tDif(^en 1 unb 2, unb ben^ t90 e^ )tt>if(i)en nnb 1 fiegt* 3m erflett 

I 
gaJfe ifl bie (n+l)te jener gunftionen ff einer cdi (x«— 13°, fle con# 

»ergirt bo^er, weil xm — 1 einen eigentlichen Srn^i borflefft. Smjtoei^ 

I 
ten gatte i(l $»ar gebacftte gunftion gr6ßer oli (xm— 1)», con^ergirt 

aber/ n)ei( fie ficf) fdyneKer oli bie (entere ber 3tuU nA^ert« 

Slu« bem ©efagten folgt, ba^ ftcfi ber Sntegrattogarit^me flet^ 

bereci)nen Idf t, wenn man m fo »SK^/ baf x m Keiner ali 2 wirb* 

I^a, wenn x nur wenig gr6ger äli 1 iflt, ba« Sntegral negatiü, für 

ein große« x hingegen pojitiio wirb; fo mn^ ti fix einen bajwifc^en 

(iegenben üEBertb t)on x SZuS fein : Bessel unb Mascheroni ^aben gefun# 

ben, baß biefer bemerfen«wert(e ^unft ber $(bfciffe x=l,45136923495 

• entfpric^t 

4) Vai (ier ®efagte fann man fic^ auc^ burcf} mt geometrifct^e 
fionjlruftiott t)er(lnnlici)en/ infofern man ficl> bie burc^ bie ®(eic^ung 

y=-r- au«gebruc(te duwt t)erjeic^net benft. Diefe (5un)e beflt^t näm^ 
11. e». 3« ßtt«. 23 



M4 Stotcn {tir SiffctenltAlrc^tttiBfi. 

(tc^ ani )t9et t>on etnanber getrennten Jt^eiren^ n>ot>on ber etne^ gong 
unterhalb ber Sßciffenac^fe Ttegenb^ iwi^djcn ber Orbtnatenacf^fe unb einer 
2U berf erben in ber (Entfernung +1 pataUel geführten ©eraben ent^^en 
tfl, inbem bte Sogartt^nten wn negatit>en 3^b(en imagtn&r (inb* 2Ba< 
ben (toeiten Z^til ber Surt^e anfangt, fo beftnbet fict) berfelbe gan) ober^ 
^olb ber Slbfciffenac^fe auf ber rechten @ette ber Dorbin erwd^nten ^a^ 
raOfeteU/ totld)e eine gemeinf(f)aftn(t)e Slfymptote ber betben 3tt>etge nn^ 
ferer dnwt abgibt, bie im Urfprung plbi^lidi ibren Stnfang nimmt. — 
£er )n)if4ien ber (Snnoe/ ber 3(bfciffenaci)fe unb gebad)ter ^aratefe ein^ 
gef4i(offene aiaum ifl negotiio unb unenb(ic^ gro^; ebenfo finb bie auf 
ber xtdjttn &eitt biefer ^araOete liegenbe, t)on x=:| ani Qc^hf^ltcn 3iinmt 
pofitit) unb unenblid) gro^« %nT x>l ifl unfer Sntegral olfo ber Unterf(l)ieb 
jnoeier unenblid) großer Sldume : c* »irb fÄr x<l negatit), für x=l 
unenblid), für x>l aber »ieber enblic^, »o ti anfdnglid) m^atvo bleibt/ 

l^ierauf =o, bann pofiti^ unb iule{}t fÄr x=— aud) unenblid) wirb. ®ir 

^en bemnacf) (ier einen $all. n^o ber Unterfc^ieb jn^eier unenbticf) großer 
St&ume eine enblic^e @r6ße ift, 

9lote XIII gtt 8* iffi» 

Qntfdtation einiger tr<gonomctrif(bcn S^ifferentiate. 

92ad)fle^enbe X)ifferentiaIforme[n fommen in ben angewanbten !t^ei(en 
ber ^lat^tmatif b&uftg ^ox, xoeiffcilb ti nid)t unpaffenb erfd)einen n^irb, 
il)re 3"((gva(e (ier aufzuführen. 



sin X 



I. ©ntwicfTung be« Sntegral« / ^^ ^^^^ ^ . 
SSflan feße mit (gufer cos x =-^^; (^{er 

2z , 2(1% ^. _ a4-b+(a— 1>)z^ 



'"=1^^' ^""^i + t^' «H-bcosx= ^q^^3 -i oTfP 

H^^= .+b4<i!!-b)z» ^ »erd)e Formel bm »erfd,iebe«e gdlTt bor* 
bietet. 

1) ^fir ben %aU a=b fiobeit wir fofort 



/- 



;=— /dz=— z= — lang-TT-x-f-C, 



a+a CO» x a "^ a a ° 2 

totii au« ber ®fe{d)ung cos x = t— ^ fic^ z^— ^ = tang« y x 
ergiebt. 



Roten |ttr S)iffeYettHaIre((itiin0. 8W 

2) %iüc btn %cM a>b ftnben tvtr 

y ^ dz 1 r (a— b)z 1 

a+b + (a-b)z2- rCa'-^b«) *" L ^ ~ rCa*-b«)J ' 

3) ^är bell %äSi a<b fiefommen wir 

y dz 1 , rCb^a«)+(b— a)z 

a+b+Ca— b)a« — 2r(b2-a^ '* r<b»-a«3— (b— a)z ' 

foMiA C ^^ - ^ 1 rCb«-a»)+Cb-a)tane;x 

TMflWOJ J a+b cos X rCb«- a2) ' rCb*-a*) -(b-a)tangjx + ^' 

„w,^ r dx _ 1 rb+aco»^+8inxr(b'-a») -| . ^ 

Va+bco8x-r(b«-a») " L a+b cos x J+^ 

II. (&ih»t(ttiötfl Ke« SttfeflraM y^^l^^^^. 

1} ^Dtott fe^ mit Suler 

/(f4-S cos x)dx A sin X /^(B+C cos x)dx 

(a+b cos x)" (a+b cos x)»"» ~\/ (a+b cos x)»^» ' 

intb fucf)e bte nnbefottntm Soefftcientcn A, B, C btefer ütclatiott gemftß 
tu befh'mmen. t)t|femttitrt man itSffoXb bte obtge ©lei'c^img/ fo ^t man 

f+gcosx=Aco8x(a+bcosx)+(n— l)Absin*x+(B+Cco8x)(a+bco«x)^ 

»her Ab) ^gJJ +(„_i)Ab 

— (n— t)Ab}cos*x ,^)oosx +Ba =o, 

+Cbi +^" -f 

worau^^ warn bte vnyAtiva ©ftebev =o gefegt werben^ folgenbe Sßer^ 
entfprtngett : 

. _ "g-bf af—bg ^_ (n-2)(ag-bO 

^— („_lXa2-b2)' "~a»— b2' ^^(n-lXa^-b^)* 

i^tentac^ entfielt bie SKebucHonöfonnel : 

/ (f+gcosx)dx (ag— b psin x 1 
(a+b cos x)» —(n— l)(a2— b«Xa4-b cos x)"-' "*" (n-l)(a»-b*) 

A r Cn— 1)(af-bg-) + (n— 2)(ag— bf)cos x} -| . 
J L (a+b cos x)»-» J* 

bttr(^ fottgefe^te Snwenbung btefer ^onneln rommt maxi, wenn a nt(^t 
gletc^ b nnb n>l i^, immer auf bad in I be^anbelte integral lur&cf« 

23» 



BM Roten iuv SiffcrctitiAlrcd^nuitd. 

2) %&t a=l ffot matt aber 

/ (f+gco8x)dx _^ r dx ^ /^ (a-hbco8X— a^d» 

a-f-b cos X j a+b cos x bj a+b cos x ' 

J a-f-b ^os X b b^a+bcosx ' 

\»ona(fy bat gefttc^te 3tttegra( auf bat in I betrachtete toteber (ttrftrf^ 
flefö^rt tfl. 

3) %&t a=:b ift 

/ (f+gcosx 3dx_ m— g+gd-Hcos xn 
a°(l+cosx)» ~J L a»(l+cos x)« J°* 

_f-g r ax g r dx 

a ° J (l+co$ x)° "^ a « J (t+cof x)"-' 

= J=SL /::id3L . _JL_ /l^lii-, 

tooburc^ ba< flefuc^te Stttegrol auf bai im i. 149 bebattbelte Stttegrol 
iurärfgeftibvt tfl* 

IIL Seflimtnuiig be« 3nteflral«/««sin»x dx, 

SWatt Jat /*« sin» X dx =— 6« sin" x — — /«« sin»-» x cos x dx. 

aittf biefelbr JSetfe fttbet tnan 

/^«sin^-'x cos X dx = — *«8in»-'x cos x A« [(n— 1) sin»"» x 

a a "^ 

cos^ — sin» x]dx. 

Ober /«" sin»-»x cos X dx=:— *« sin»-«x cos x— — JI(n— 1)£« sin»-*x 

— n^^^sinBxJdx« 

ipterotti folgt 
/i« sin"x dx =J- «« sin»x— -^ e« sin»- 'x cos x + " ^""^^V ^ sin»-axdx 

— -Y/«"sin»xdx. 

33trl ber le^te Sluibrucf mit beut erflen t^erbuttbett, fo f ommt : 

/•« ' » j «■*sin»-'x(a8inx — ncosx) , n(n — 1) ^ „ . „_^ ,^ 
7i«sm»xdx= V.— 2 ^H — Vr-T^/«""n"^»d^« 



9lot€n |ttt SiffeveittiAlretfeititnfl. W7 

gür n=o uitb n=l etfleben gcti ^lemac^ : 

Ji« dx= — «« ttttb /«** dx sin x = — ^^^ tj-j-t \ 

auf n)elc(^e Sludbr&cfe aDe %iS5x, n)0 n eine gante yo{ittt)e 3<i(I if^/ 
Suriicfgefül^rt n)etben f6nnem 

IV, Seiltmmuttg be« SntegraW /«« dx cos«»x* 
9Ran l&at auf eine A^nttc^e 3(rt n)ie t)or^m 

/£« cos»x dx = — «" COSIIX+ — /«" cos »-' X sin x dx ; 

aber ß" cos^-^x sin xdx=: — «« sin X cos»-» x 7 /«" dx 

a « 

[cos°x— (n— 1) cos°^*x sin^x]. 
golgltcf)/ toeir ber (e$te ^n^brucf m% 

n/««*cos»xdx— (n-l)/*«cos»-»xdx 

gleic^geltenb tfl : 

/«« dx cos°x=— «« cos"x+-^ «•» sin x cos»-'x+ " "7 / ^" <3ö* """*xdx 

T/«"cos°xdx. 

a^ 

/,«cosnxdx=t!:^^5?!=^^ /e«co.»-xdx. 

Jiir n=o unb n=l erfleben fic^ baran« 

1 ^ ^ , ««(acosx+sinx) 
/€«dx=:— £« ttnb/«"COSxdx= jrq-| / 

auf »eldje SJuSbrÄrfe atte gdtte, in benen n eine ganie vojltit)e 3aW 
i|t, juriirfgeleitet »erben ttnnem 

Slote XIV jii §♦ "«♦ 

neber einige beSimmte dntegrale* 

»ei öieren Slnwenbunflen ber Sutegralredinttna ift e« »on 3itt$en, 
ben 5S5ert5 eine« jwifc^en beflimmten ®renjen genommenen SutegraT« 
au«iumittern, obgUid» ba« ottgemeine 3ntegrar nur vx unenbßdjen ÄeiH« 
ober vx einer anbern unbequemen gorm bargejlettt »erben fonn. Cuter, 



WS Sitten |ttt S)iffcr<itt{alre(^tiiiii9. 

Laplace, Legendre, Poisson, Fourier, Caachj f^aim l^ieräSer moomi^ 
foftige tntereffante Stefultafe ^l^oittn, wn bcnen xoix it^t einige miU 
t^eiten moDen. 

/*oo II»""' dx 
L a3e|Kmmunfl M ®ertje« iti ^nUgsoii J ^ . ^^ , toenn 

ber (Ei:)>onent m— 1 Keiner Ai n if{. 



1) I>ie Setkflung be« S9rtt(^e*^;— r in feine einfach »riicff« 
liefert nn< : 



2 



XC08 cos^: ^ 

n n J 



x2— 2xco8 hl 



t^ 3in;r 3(m— 1);i l 
XC08 COS=^ ^ I 
n n J 

X- — 2xGo» hi 

n 

r 5m;i 5(in— DäT 

rt X cos cos I 

2 l n n J 

x^— 2scos hl 

n 



t\m7i \(xti — VStTX 
X cos cos -^ ^- I 
n n J 

x2-2xcos-+l 
n 

WO X bte ungera&e 3# 6e{eid)net^ bie )uni(i)|l ffeiner a(ö ber Sirponenf 
n i|l. ®enn n nngerabe fein fottte, fo fommt nod^ ba« ®ßeb (—1)*-' 

IJa« Sntegral j ^,^^ Wft pd) bemnac^ anf folgenbe ®eife 
barjieffen, wem ber Äurje wegen — = w gefegt wirb : 



9loteii litt S)(ff<¥<it(iAlr<(l^tittitt. MO 

cosmw 1.1^(1 —2xco$w-|-xD^H sin m warcf tane= ^ \ 

n ' ^ n . \ 1 — ^xcoswy 

— — cos3inw]./^(l— 2+co»3w+x)M — sinSrnw-arcf tang=7— =— \ 

— — cos5mwl«l^(l — 2xcos5w-|-x)2-f — sin5inwarc[ tanff=. =— V 

n ' ^ ' n \ 1 — xcosSwy' 



cosXmwl.f^(l — 2xco8Xw+x)*-l- — sinXniw.arc( tang=T r- Y 

gut ein ungerabe« n »trb nod) bad ®Keb C— 1)""^'— 1 Cl+x) Jinjit^ 
flefflgt. 



n 



2) grtt x=o t)erfcl)tt)iiiben/ n mag gerobe ober «ngerabe fein, offe 
©lieber auf ber recf)ten @ette be^ ®(et(^^ettd)ettf)end ; e^ fomtnt mithin 
nur nocf) barauf an^ )u befltmnien/ u>ad auö btefcn ©Hebern für x=co 
tDtrb. 92e|»men u>tr be^ffa(6 »orerfi jene Z^tiU, noeldie 8ogartt|men ent^ 
l&alten, fo ^aim wir, ba für x=oo offenbar I ^Cl— 2xco8Xw-f-x«) in 
Ix übergebt, für bie (Summe jener (ogarit^mtfdyen ©Heber benätuibrucf: 

21x 
• (cosin w+cosSmw-f-cosSmw . • . . +cosXin w) , 

ober (cosmw+cos3mw+cos5fnw. . • • -t-cosXmw^+^-^l)"^* — , 

n n 

je nacf)bem n eine gerabe ober ungerabe 3al^( ifl* 
SRadien wir nun 

cosmw-|-cos3mw+cos5mw • . . . +cosA.mw=S, 

fo erf^alten wir, wenn mit 2 iinmw multipficirt wirb : 

2Ssinmw=8in2mw+sin4mw+8in6mw. . . .+8in(X — i)mw+sin(X-fl]mw 
— 8in2iiiw — 8in4niw— 8in6mw . • . . — 8in(X — l)mw } 

' ° 28ininw 

3fl nun n tint getobt S^W/ fo »itb x=n— 1 unb bie &mamt ber 
logarit^mifdjen Streite =—-^»^^, toeü nw=;r ifL 

T^a m eine gan)e 3a(( barfleKt, fo i|l 8in in;i=:o, mitf>in i»er# 
fc^winben biefe XJeile. SP bagegen n eine ungerabe 3a^l, fo »irb 
x=a— 2/ unb bie (Snvmt ber (ogaritMf4>en ^l^eile tfl 



MO notett {U¥ i&iffcretiMalrcd^ttuitii* 

^Ix I sin(n— l)mw . ^ | ;^ '^ t ""^"^^•"'"^> r (_1 V-' { 

n f sin mw ) n \ hin mw I 

=[(cosin;i+(-^l)»»-'] ^ =[(-!>- +(—!)«-«] ^=o. 

Site Summe ber togaWt^mifd^eti X^ette t)erfd>n>ntbet ba^er jebeimoC 
ffir x=co, 

3) <Sä Ute6e tuti ba^er je(t noc^ bie Aret^bogett ju fummtrett 
übrig, ©etraditett tt)ir oTfo bcn SluÄbnirf arc(tang = "^" ^ ; ber# 

fette ))emanbe(t fic^ fÄr x=oo in arc(tang = — tangXm) = (;i— Xw). 

£ie @umme ber bte SttiSboQm ent^oftenben X^eite n)trb ^ternac^ 

— K^— w) sin m-w+CTi — 3w} ain3mw+(;f — 5w) sinSmw. . • . +(»— Xw) 
n 

sin Xmw] 

ober — (sin mw+sinSmw+sinSmw • • . . +8inXmw) 
n 

2w 
— — (sin mw+3sin3mw+5sin5mw . • . . +X8inXmw). 

3lad) bem Obtgen ifi aber 

cos mw+ cosSmw+cosSmw .... +co8Xmf«=: — \ . , 

2sin mw ' 

n>oratt^^ totnn biefe ©reid^uttg m 93e}ug auf w btfferentnrt totrb^ tnU 

(iejt: — in (sin ni w + 3 sin 3 w -f- 5 sin 5 w . • . . + X sin m w) 

=(X+1)m cos (X.4-l)inw m sin (X+ 1 ) m w cos m w ^ 

2 sin mw 2 sin^mw ^ 

folglich sinm w + 38in3mw h- Ssin mw.... + XsinXmw 

^ sin(X+1 )m w cos mw (X+ 1 )cos(X + 1 )mw 

*- 2sin2iTiw 2sinmw 

gur bie anbere Wei^e P=sinrow+8in3mw + sin5mw.... + 8inXw 

befommen n)ir^ wenn betberfettd mit 2 sin mw mvHtipUaxt wirb : 

2 P sin mw =1 — cos 2 mw — cos 4 mw — cos 6 mw . . ♦ . — cos (X-f-1) mw 
-f-cos2mw-+-cos4mw+ cos6mw-f- . • . . ; 

folglich p^ l~co,(X+l)n.w 
° 2smmw 

3(1 nun n eine gerabe 3a% fo i|l X=a— 1, unb nnr l&aben für bie 
&ummt ber bte ^eiöbogen ent^altenben X^etTe ben ^uiitni : 

71 ii — cosmx) . w ncosm;! n \ 

: -\ •-: = — : . Weil nw = ;»» 

H Sin m w n sm m w n sm mw 



ttotiti |ttv S)ifferentia(rc(irttiiitt. sei 

3li bagegen n eine »ngerobe 3aW/ f^ wirb X = n — 2, wiib tt)ir 
^abm fix bie ^nrnmt ber bie ^retd6ogen entf^oftenben ^(etle ben 
Shiöbrucf: 

n{i — cos m;TC08 inw) w(ii— -l)cosni^T_cownw w cos in:'r cos mw 
ii sin niw n sin mw n sin mw 



n sin mw 

^i bem ©efagten forgt a(fo^ m mag grab ober ungrab fein : 



o l-f-x** n sin m — ' 



IL SSelh'mmttitg be« SSert^e« be« Sntegral«/^ x»-»dx(l— x») » ^ 

tt>o m^ n »nb p ganje po^itioe Sagten fein foffen* 

1) ©cften tt)ir iut)6rberjl mit (Suler 1— x°=y», fo i|l 

— -^=—1 

woran« /x"»-»dx(l—x°) » =— /^ yp-MyCl— y") ■ / 
ober, wenn man bie ©renken be« {weiten 3ntegra(« ^rwed>fe(t^ 
#^^3^m-idx(l— x«)n =/ V"'dy(l— y») » . 

X)a nn« nic^t« ^inbert, im jweiten ®(iebe x flatt y yn f(f)rei6en/ 
fo fie^t man, baß ber fflertj be« Sntegral« / x«-»dx(l— x») » nn^ 

Der&nbert 6lei6t/ wenn man barin bie 93u(f)fia6en m nnb p nnter einanber 
»erwec^felt 

Um bie folgenben Stec^nnngen (iirser barfieffen {U finuen, woKen 
wir für bie 3ntegra(forme( 

/ x«--»dx(l— X») » =/ *xi^»dx(l— X») » 

ba« @9m6o( 9)(m,p} fc^reiben, wo ei gleichgültig ifl/ o6 m wx p, ober 
p tox m gefegt wirb/ b. l^» man M bie 9te(ation ^Cni,f)=g>Cp,nx)... CD« 

2) t^nxdi ^mtliMQ ber im S. 131 aufgefleKten 9iebuction«forme( (A) 
erl^alten wir : 

r*x«-'dxCl-x«)*^ = -^=2- r'x-— idx(l-x«f 
J o "^ m+p— nj o 



p-n 
/ 



Ml steten |U¥ S)iff€rentialr€<()nuttfl. 

»a« uni bie fftdation <3p(m,p)=-!2zi!L g,(m— n,p) ... (2) aibt, i)<r* 

m-f-p— 'II 

rnttteffi »eldjer bie giffe, in benen m>n auf biejenifle«, tn benen m<n 

{uräcfgefu^rt werben* 

@e$en u>tr in ber toor(e$t t)or^erge^enben ®Iei(f|ung m fiatt m—n, 
fo fomnit / *x"+»-Jdx(l— X») » =— !?- / 'x»-Mx(l— xM «* / 

woran« y ^x«-' dx(l— x«>) ■ =^^ /^'x^+n-^xCl— x«>) «> . 

t^urc^ u>ieber(oUe Sfmoenbnng biefer gormef erlitt man, wenn(l— x*") » 
=X gefeftt wirb : 

/*x«"-iXdx=: Cro+P) (m+p+n) (m+p+gn) .... (m+p+in) 
o m (m + n) Cn>+2n) .... (m+in) 

rjx«+Ci+On-lXdx. 

©onj auf biefeffre Seife ^at man/ wenn r eine ganje )>oftri»e Sa^I 
beieid)net : 

ri ^r-i xdx = (r+p)(r+p+n)(r+p-h2n) (r+P+in) 

J o r Cr+n) fr+2n) .... (r+in) 

y *xrKi+l)n-iXdx. 

^SHadjm toix jeftt (i-f.l)n=:w;x°»+'^=i, 

dt «^"^H 
woran« x^+'^'dxisr — —-, x'f+^^'dx=t »+^ dt 
m + w' ; 

m+w 

n p 

fo 1)dbtn wir, wenn (1—1«+^) ^ '^t gefefit wirb : 

r*xx»+^»dx=-^ r*Tdt, r*xxr^w^idx=— ^ 

/l Eh™ 
*Tt»+»dt; 

9 J o 

y^Xxr^'dx PTt=+^dt 



9l9ten tut Jbifftttntialtz^nunp MS 

3« htm ÜRaße aber i, mithin aurfi w Xülidjit, itÄJcrt ficf) t^^ 
mefir unb tnel^r ber @tn(ett, n>e((f)er {te fo na^e gebracht n)erben fann^ ald 
man nur immer wiü. ÜRtt bem SBadifen t)on w ndbert ftd) ba^er auc^ ba< 

Sntefltar | ^Tt^^+^dt fortwÄJrenb bem SnUgroI / ^^di, bem ti 

fid) beltehg nal^e bringen Idft^ noenn man nur i (tnldugltc^ grof n)d^t 
Sd tfl oTfo mit iebem beliebigen ®rabe wn ©enauigfeit, infofern i 
^inldnglic^ ^rofl genommen wirb : 

1, 



Xx"~'dx - 
o y(m^p) _ (m+p)(ro+p-fn) " « » ^ r (r-hn) . 

^Xx'^'dx ^^"^'^^ ™ (m+n) ..-^(r+pKr+p+n). 

o 



o j^ (m + p)Cr+n)(in+p-fn) (r-f2n) . 

*Xx'-'dx~ m*(m + n)0'+p)C"^+2'0 O+P+n) ." 
o 



/ 

toai man auc^ folgenbermaßen fc^reiben fonn : 

L 
f 

*x»-»dx(l— X») '*"''=—; forglic^, wenn in ber 
^orffe^ienben Formel r=n gefegt wirb : 

J o* °^''* ^ mp (m+n)p+n) (m+2n)(p+2n) 

4nCm+p+2n) 
(nn-3n)p+3n) ^^' 

©efct man m+q jlatt r in bem 2lu«bruc( t)on ^'|^^^. , fo 6e* 
fommt man : 



• • 



y(in^p) (ni-Hp)(m+p+n) . . . . ^ (m + qX'"+q+n) 

^(m-|-q,p) in(in+n) .... (m+q + p)(m+q+p+n . . . .' 

in tt)e(d)er ©teic^ung ba^ ixotitz ©Heb unüerdnbert bleibt^ toenn man 
bie 93uc^flaben p unb q unter einanber »erweciffelt ; worauf bie 9te(ation 

3) 3^ p=n, fo ^ man Mo« / x»-«dx, woran« 9>(m/n)=— } 



804 Hotcit ttir S)iff<rcittUlre(^iittitA. 

fenier wegen gp(m,p)=g>(p,m) bie 9le(attoit g?(n,m)=— mi gp(n,p) 

= — C4)* 

P 

3fl n— in=p, fo »trt iai 3«teflral /x«-"dx(l— x») » tratiiy* 

X 

«Ol ae«iad)t xotnn man "S =z feftt Denn man Jat bomt 

n =z« , X» = j- — — , nlx=nlz— l(l+z °), — = ^. , ^^ ; 

f^[(l-xn)]« l-j-z"' ^ 'x z04-z»;» 

mittel »eldjer «Mibrüde bai 3ttteflral /x«-»dx(l— x») » <id> in 
^*. / «)emanbe(t ®ett nun für x=o, x=l bti&Qlid} z=o lutb 
z=oD n>irb; fo {1»^ *x— dxCl-x-)-"^=y'^ 5^^ 

9Ran (at forgft^i/ menti man bai in u ®efagte berätffic^tigt : 

n 



gp(in,n— in)=^(n — iii/in)= . mx .... (5) 



nsin- 
n 



4} 9Rad>t man tn ber Kelatton (3) q=Q— m— p, fo entf^rnngt 

baraui : 

^(iD;p)^(m+p;n— m— p)=^(in,n— m— p)^(n— p,p); 

Anbert man ferner tn berfe(6en Stelatton (3) p tn n— m^p nnb q tn 
n— m nm, fo ergibt fidi : 

gp(m^n — m — p)^(n— p,n — ni)=<^(m,n — in)<^(n/n — m — p)» 

3nbem n)tr btefe ®(et(f)ung mtt ber »orfierge^enben ®(teb fAr ®(teb 
mutttpitctren/ erhalten )toix, nad} S}moe^af(nni M gemetnfd^aftric^en 
Factors ^(m,n— m— p), bie ®(etc^ung : 

g'(m,p)^([n+p/n — m — p)^(n — p,n — in)=^(n— p,p)^Cro/n— m) 
g?(n/n — m — p). 

(ii tß aber ben Stelah'onen (4) unb (5) gem&$ 

TTv / r-» „ — ^m — p / 



<3PCm+p;n— m— p) = ^ ^.^ (m-Hp)^ / 

n 



Sft0Un ittt XifftttntUlttibnuni. M5 



^ ^ ^ nsm — ' 
n 



<p(n_p,p)= p^. 



n Sin- 



ti 



^urd» @u6fKtttttott tiefet Sßert^e ttt bte obtge ®(etd)tmg er^&ft matt 
fofgenbe Slelattott : 

g?(m,p)^(n-p,n— in)= •" ^ \^ . p;i (6)- 

n( n— m — p) sin — sin ^-- 
'^ n n 

9Ra(i)t tttott batin p=m, fo tommt 

x \ • N 2;icot — «. 

9)(m/ni)gD(n— m^n — m)= n^ .... (7). 

n(n — ^2aiJ 

SRadjt tnott bagegett m=n— 2p/ fo entf)>ringt 

^n— 2p,pMn— p,2p)= 3.^225 ..• . (8)* 

*^ n 

5) 92a(^ (Stttn)tcftmtg obiger @&$e aber bie ^uttctiott ^(m,f, 
xodd)t jebocf^ außerbem ttod) fe^r i^iete onbere/ {unt X^tit fe^r merf^ 
toitrbige Stelationen mt^&Uf bie mau in Suter'< Sntegrafrec^nmtg 

(1* n. 4* Sonb)/ itt bem TmXi du calcul difiifrentiel et integral par 
Lacroix (Tome troisieme) tttlb itt bett Exercices de calcal integral 
par Legendre ott^ eittottbet gefegt futbet^ iDoOett toir ttur ttod» SBenigetf 
über bie Sereittfac^itttg ber ^orm ber §uttctiott g>(m,m) ottfü^rett* 

z» 



ffiir fefeen tu biefem Sejufe 1— x» =|£r 



«1 , 



^ x'-'-'dx [y2±jr(i— »")] ° 

worauf x=(i±{^(l— z") » , EF = Tu 

(1-x-)- [i+jr(l-z-)]^ - 



wo noteii itir S)iff<rcttti«Credintttt9. 



%&x p=m txffÜt man 

c'/i+'/.'r(i-^»)i'"» 



X)ie ©rettten iti SittegroTd ht z ergeben fid> aui ber Settac^mnfl 
ber ®reicl)ung 4x°(l— x°)=z°. (Se$t ttion borin x=o unb x=i , fo 
^at man in bent einen tote tn bem anbent ^oSe z=o, mit^n nur eine 
nnb biefe(be ®ren)e* ^Kan finbet aber beren itoti, wenn man baö 3n^ 
tegral in x )nerjl wn o bii }u bemjentgen 2Bert^e wn x, noelcf^er bem 
z=l entfprid>t, unb bann e« wn biefem re$tem bi« x=! auibe^nt 

1 
gfir z=l l&at man aber x»= V'2 ober x= -^ — ; man mu0 baber iai 

y- 2 

X dx(l —X") ■ oon x=o iii x =r -^ ^ unb bann oon 

1 

x= "S bi« x=l auÄbe^nen, toai fo oier beißt, ali bai Sntegrol 

feine« SSJertbe« jtt)if<^en ben ©renien z=o nnb z=l nehmen, di tfi 

tt>eU e« erlaubt tß/ x (lott z )u fc^reiben. 

(S6cn fo Jttt mon ^»(n— m-n— m)=2 » / 25, 

J 0^(1— X») 

X!iir(^ fDturttpItcatton bter« 6etben regten ®l(i(f)ungen entfielt: 

^tc SufawmntdeOttnfl biefer Jonnel mit ber SReratioit (7) riefert 
mi folgmte ^ormef : 

ri ^"^'d» /^i x°-"-»d» _2;tcot— ,,-, 



StPtcn iitr S^iffcrdttialrtttnung. S67 

y... _^2\ i^iW«» *>«• ®rett$en x=o 
itnb x=l )U ttf^aittn, }iat man nac^ S. 133 bai unftefKmmtc Sntrgrol : 

r xn dx _ x»-' . .^ n-1 rx-»dx 
Jrii-^*)~ "» '^^ ■'^ njni-x«)' 

. /'I X« dx n— 1 /*1 x»-*«lx 

^aroud ergeben fi(^ folgenbe jtoei Steigen : 

/l dx _ x_ Ci xdx _ 

/l x?dx _ lor /•! x»dx _ , 

or(i-»») "2-2' j ord-»») ~" ^" 

/l x^dx _ 1.3;» r\ x»dx 24 

or(i— X») "" 2.4.2 j orct-x^) ~ 3.5' 

/l x»dx _ |.3.5;t r\ x^dx _ 2.4.6 
oru— »0 ~ 2.4.6.2' J oy-(i— x^ ~ 3.5.7' 

/l x^'dx _ 1>3>5>»(2r— 1> ri x^'^'dx _ 24>6>»2r 
or(t-^^)~ 24-6—2I-2 V or(l-^*)~3-5.7...(2r+iy 

Da« ^robuct biefer SlefuTtate liefert : 

/l x^'^dx n\ x^rf' dx 1 ^ 

IV. (Sine Ummanbfung ber (e$ten ©letc^ung fä^rt )u bem SQ3ert(^e 
be« Sittcgrot« /^^ e-«di, ba« (lAwflfle Slnwenbung fuibet. a»ac^t 
tnmt ndmlid» in Wefer ©letc^unfl x=r-^*^ fo wirb (le : 

^^U r(i-^-'^*')J Lj rci-^-*''*) ~2r+i'2- 

®e§t man ttun q(2r4-l)=l unb brütflt ben ffiert^ »on 2r+! in 
hai }tt>eUe ©Heb; fo wirb bod ©attje butc^ q t^etlbar unb man erl^lt : 
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4 ^-Iqt» 

• jDa bie ®ren)e »on — ^ / »««» »«ä« r=c/3 , mitf^m q=o 

macfjt, t2 iß ; fo tcbwcirt (id> itnfere ®Iei(^ttnfl «wf 2 T / ^ £-^*dM = y 

Dbet awf r^«-*'clt=}rW. 

9lpte XV |u $* 164« 

einige CAI^e über Me ftemnitfcate. 

1) gdllt man wn bem 9Ritte(|)nnrte einer J^^^oerbel ($ig» 48), 
beren ^a(6ad)fen a unb b finb, auf aKe t^re 93etfi(irungd(inien ^erpen« 
bifet; fo (iegen bie ^u^unfte biefer ^er)>enbifeC fdmnttfid) auf einer 
iemniicatt, todd)e mit ber ^pttbd ben SRiitelpunft unb bie @(i)eite( 
gemein (at* Se)ei(i)nen tt>ir n&mlid) mit x^ y' bie Soorbinaten ber 

^pttbti, fo iU i(ire ® Wd^ung : ^y) — ft) "^ * » 

x' v'v 

bie ®leid)ttnfl i Jrer »erAj^ningWinie • -p » — i;9 = 1 ; ' 

bie ®(e{(^ung ber auf bie (entere iinit ani bem aRitteI)>untte gef&Kten 
@enfre(i)te: a2y'x+bVy=o. 

(Himinixt man je$t x', y aui biefen brei ®leid)ungen, fo er^t 
man fiir ben geometrifc^en Ott ber ^n^mftt f&mmtlic^er Xangenten 
bie ®Iei(i)ung : 

a«x^bV=C^Hy2)2.*-., 

toelc^e einer itmnitcatt ange^irt ' 

2) ®e$en tt)ir in biefer ®(eici)ung x=Icosu, )=lsinu; fo erM# 
ten toir bie ^olargletd^ung ber icmniicate, n&mlici): 

l*=a^C08*u — b-sin^ * 

!Rennen »ir h ben bem 9Binfe( u entfpredyenbett Stabiu^üector ber 
i^9perbel/ fo ifi i^re ^olargleic^ung : 

h^b^cos^u — a28in*a)=a^b2. 

3m %äll bie ^ifpttbü gleid^feitig ifl, (aben n>rr filr bie ^olargleid^ung 
ber ^i^perbd : h2= -^ (1); 

unb für bie ber ?emni«cate : i^=ahios^a • ♦ • ♦ (2); 

au^ n)elci)en ©feic^ungen fär bie entfprecf^enben 2eitfira^(en ber beiben 

6urt>en bie einfache Nidation lli=i2 • • . . (3) entfpringt. 



tfi9ttn |ttv S)iffevetitUtre<6ti«ti0* MO 

3) tftt« bett ®Ieid>u»flett (1) rnib O) entfielt burdi UifFerentiotion : 

lüett für bie ^femniöcate ber &itfhra|»I abnimmt , n>enn u tt^ddy^t 

3m Snigememen »irb aber bic iöogcnfönge s einer auf ?>oIarcoor* 
binaten 6e)ogenen Sim)e, beren Seitftra^I r mit ber 9(ct)fe einen S3infe( a 
iilM, burc^ bie ©(eidjung sizr/r^Cdr^+r^du'^) be^mmt SBir ^aben 
baber, wenn bie Sogen(dngen unferer beiben (Sun)en bejugric^ burd^ H 
tmb L be)eic^net werben : 

y r(t^^~a*) ' ^-J ~ r (a*-l^) ' 

wo tt)ir bie Sogen im (Scheitel ber ip^perbel i^ren Slnfong nehmen laffen 
tooUtn. SRittelft ber füdatipn (3) »erwanbelt fic^ ber 2Bert^ ^on H in 



"=/- 



a*dl 



Sntegrirt man bie« nac^ $orme( C §. 132, fo wirb H 

- I "^yr(a^-i*)- 

X)ie0 t)orau«gefc^i(ft, wirb nun ber Unterfd^ieb D twifd^en ber iSn^t 
ber wm 2Ritterpunft ani gejdlfftcji^unenbridien Slftjmptote ber ^^etbel 
unb ber Sänge eine« falben wm @oE)eiteI ani ge^&btten, unenbtic^en 
ip9perbe(iweigeö bem SBert^e gleic^gettenb fein, in welchen ber Untere 

a^ 

fdlieb h— H ober -j — H jwifcfjen bem ititftta^l unb bem entfj>red)eiu 
ben ©ogen öbergebt, wenn biefer ieitfixa^l unenbrid) ober l=o i(i; 
b. ^. man ^at D= y - ?^^^5j=Ü) _ /!_!^!_ ^^i^^^ t,e„ ®rett# 
Jen 1=0 unb l=a, 

9lun t)erfd)Winbet ober ber wn bem Sntegraljeic^en befireite ?tu*^ 
brucf an jenen beiben ©renjen; ei ifl ba^er gonj einfach ; 

12dl 



°=/: 



o r(a*-i*)* 

<S6en fo tt^ilt man für ben »tertm Z^ü L ber Semni^cate : 
'a . a*dl 



-=/: 
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i^icmad) ftabtt man, tonm bU Ottnimfl bct ®tmitn ttmgcfe^rf 
wirb : 

Strb jeftt &6er bor Duerac^fe AB ber i^9|)fr6e( oI« Reute 9((^fe 
eilte «ttipfe coitflmrt^ bereu große SM>fe KG = 2a^(2) i|l; fo {iai 
ntatt, loettii j bte ber StbcifFe I eittfpred^enbe Orbinote be|etd|ttet« fnr 
btefe «ttipfe bie ©teic^uttg : 2l2+y^=2a2. 

^ür bte SogettÜttge £^ gebac^ter Ctt))fe M matt beit Sbttbnuf 
E-=ydir g^^/ »etl dy=-02!!^; ,„jtjto ber eBtprtf^e Quo. 

broitt E'=r%l ^^JÜS- €« ifl forgKclj D+L=E'. 

4) SSirb bagegett ibtt ber Duerod^fe AB <di große 9(^fe eilte 
CBipfe conlhfttirt^ bereit tteitte »cftfe CP=FF' i|l; fo erJÄTt titmt 
i2+2j'=a< a(« ®(etd>ung btefer |koetten Cllipfe, tvelc^e ber erflertt 
SKipfe &(tt(i4i fein wirb* IDer Qitobrattt £' ber lebtertt ifl ba^=E^C2)/ 
too E bell Duobraitten ber oitbent (iUip\t barfleBt; man (ot folglich an4l 

D+L=Er(2). 

5) 3ladi ber in 11 ber «)or^erge^enbett Store ertoiefenen oUgtmtintn, 
{toifc^en ben ®rensen z=l wtb x=o befleffenben %mnH (10) 

et^t «tait/ »enii m=l, n=4,x= Y8ff«6< »n* : 
ttttter^oK ber ®r(tt{en l=a inib l=o : 

6) ibii ^ ®(«4)ung (2) fofgt/ ha9 man fitt U» ititfttci^i 1 
nuv fo (<m0e «cdb Jßert^e er^t^ oIS ber ®Me( u nic^ Aber 45* 
fletgt. gftr ben gl&dienitti^alt M »terten X^i ber eemttt^cttte N 

man fo bo« be^wte Snteflrol / ^T a*cot2ada=: y. fSemt 
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man nun ben Umfianb/ bo^ fidi bte SitrDe tttc^t iAtt = 45^ l^uiattf 
ttftttdt, mbtt&a^iditiQt Ü$t, itttb bann toi %lid)tnft&d, roüdjti }n>tf4ien 
ber 9((f|fe imb ber au< htm Wttttüpmlt barauf em'cfiteten Setifrec^te 
enthärten tfl/ befUmtnett/ b« 1^« itnfer Stttegral itmerM^ ber ®reit(en 
u=o unb 0=90^ nel^mett woKte; fo foltte man t)eniiitt(en/ baß man 
fiit auj eiitem reeSett snb ettton tmagtti&rett Studbntcfe befle^bed 9(e# 
fultat erl^dten noerbe/ n>ot)on ber reeDe StuJbrucf bem t)ierten Z^eü M 
^hdieninffdM ber SurDe uttb ber tmagttt&re bagegen bem Stottme tnu 
^ptiditf n>o bte (Eun>e gar triebt txiftixt. ^em tfl aSer nidjt fO/ ba bai 
{tDtfc^eit bett ®ren}en a=o mib d=90^ genommene 3ntegra( ftd) ali 
yinU ^eraudfleat Vit rntf bem SDege bei 3ntegnren« gefunbenen Stei* 
fultate muffen ba^er unterfudit werben/ ob bte utner^afb ber gewd^tten 
©renken genommenen 3ntegra(e auc^ ffoi^djtn benfe(6en jeber)ett reeO ffnb;. 

jR0te XVI in S« »o. - 

Sinidc int SompUnation nn^ Subatttt ber Xirpet gebiride Sfufgaben. 

1) Vit £}6erfl&(^e be« burd^ bte Umbre^ung einer Sydoibe AMF 
(^tg. 5) nm t(re 9(<f^fe AE erzeugten Sbtptti }tt befitmmem ^te d^ 
doibe werbe burdi bai (Spflem ber betben (Sletc^ungen x=r (t— sint)/ 
y=r (1— cos t) borgeflefft ((• §. 167 ber anofptifcJien ®eometrte tn ber Q^bene). 
Vit affgemeine gormel u=2;r/yK(dx^H-dy*) gibt nn«, inbem n>tr ben 
SHnfel t (n>if(f)en ben ©renken o unb 2x liegenb atmt^mtn : 

Ober u=4«r^(^|— 3cosy + 1 c5ot^), 

SRac^t man \z=Hn, fo ftnbet man fftr bte Oberfl&c^e A bej bnrc^ 

64 
einen ganten 3n>eig berSpcIot^e befd)riebenen Jt6rper<: A= y nt'K 

2) gär bat Solnmen v btefej 9{otation<r6r))erd ^^at man 

vt:;;fr« r^(|— cott)«dr, 

ober y=-r I ^ClO— 15cosi-f-6cos2t— co«3t)dt, 

b.^. v=^'(10l— 15sint + 38in2t— }8Üi3t). 

^Sladjt man tn2x, fo er(&(t man fdr ba< Solumen B bei bnrdi 
Umbrel^nng einet Sioeige« er}engten Stbtptti : B=^;i^3. 
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3) (Si fet xS— rz+z*=^ bie ®(et(f|ung mti (S^Unhtti ; mait foK 
bm Sn^alt be« (Srücfeä von feinem Watttel angeben / tt>el(f)ed t)on ber 
Mi bem Urfprung aK SRtttetpunft mtt bem Stabm« r befcf)nebenen Augcl 
etitgefd)[offen n>trb* 2>tefe Stn^tl ^at emeit Siabtu« r mit einem TCnxd^ 
nteffer bet in ber (Ebene xz Kegenben rret«f6rmtgen Safid be« S^Iinber« 
)ufammenfaKenb/ unb x2^y2+z2=r2 jur ©letc^ung. (Sie fcfjneibet ben^ 
(Eyltnber m einer (Surt^e, beren ^rojectton auf ber (Ebene xj burcfy bte 
(Slejdjnnfl y«=Cr-x)r borgeflettt noirb. ^er attgemeinen gormel 

U=jOrdxdyr(H-p^+q*) 
Sufolge tfl ber ^n^oit M &Mti wn htm S^Iinbennonter, wddjti dnf 
ber &titt ber yofiti))en k (tegenb burcf^ bie XurdifdinittMinie be0 S^IuiberS 
mit ber ^ge( begrenjt tt>trb/ mit bem 3ntegra( : 

/;»''«"» • r^ = 'i/o' »%5 = »''• 

öleid)bebetttenb, infofem man erwdgt, baß Ij^ier q=o, p= ^ (n^\^Y ^^ 

bie ®renjen wn j besügKrf) — KCr[r-xl3 nnb +?^(i [r-x]) finb. 3limmt 
man hat 3ntegra( ioppüt, fo er^&rt man für ben ^&c()eninl^a(t A beS 
inner^ofb ber ^ugel fowo^I auf ber ®titt ber yofftiDen aK auc^ auf jener 
ber negativen y beftnblid^en S^Iinberflfide« ben 3lu«brud : A=4r^. 

4) "Cai Solumen bet }n>tfcf|en ber Sbene tj, mtt (S^linberfUc^e/ 
beren ®Wcf)ttng Cx— a)2+(y— b)2=rr2, too a unb b pofiti» unb grißer 
ali r, unb ber Oberfl&cfie bei buxd) bie ©feicbung zj«cz bargefleltten 
]^9))erboIif(f}en ^arabofoib« ent^aftenen Mbtpexi anjugeben* Xie aOge^ 
meine formet V^jQTzdxdy liefert 

xo = o-r, X, r=a+r; folflndj V=2— /'*'*''' r[r^-(x—8)^xdx. 

c ^ a — r 

iSe^t matt x— a=rt, fo (ontmt 

V=2-^r2y +} (;a_,_rtjr(l-t*)«it. 

jittit ijiy;J;Jtr(i— t^-at=o tttib T^j jr(i_t2).di^|.; 

offo Y=m^, 
c 



tt»t(tt |tt( !l>{ff<t(iiti«Irc(^nttttd. S" 
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SüfTtfuti« Ux in Wim %«taiUvUn «Mdtmtttn Sufgabot. 

1) a» «einfl «jf «ufflobc I. Die «uffloJe g»* mi bit ®mms 

y^=x, Ott« »ddj« burtft 3i«t«fl»a«on y2=x2+c entpe^t. lief» 

®reid;itn8 g«^ einer flTeidjfeitiften ^pttiü a», tnfofent c «{(^tS?»« 
Wirt, boflegen eiitf»)ri(f>tfle s»el flerobett iinim f&t ben goß, ba^ c=o iff. 

2) SM SSfjug auf aufflofce II. ©tettett x,y bte «oorbtttaten bor 
fraflKclK« <5««>e *«/ f» «I* ^e ©Wdjuitfl i^rer »erfi^Hnfl«tme 
T— y=i(x— x) . . . (i). «immt man jum Urftmtna ber (Sootbtwate» 

dx 

bett gegebenen Vunft, o«« bem We ©enfroljten flefWt »erben; fo t|lr 

bte mndiimi einer berfelbe«: Y=-|^X . . -O), unb i^re «dngt 

=r(X«+Y*). 8fir •en tnwW^nitt ber beibe» ©eraben (1) wib Ö) 
{fnbet man : 

V _ (xdy— jrdxQdy _._ (»dy-ydx)ax . 

*■— dx4dy» ' '~ dx»-|-dy^ ' 

Ober xdy— ydx=ar(dx«+dy»). 

Der Are«/ »Ätlier y2-|-x*=a* jur ®reid)nnfl M/ 9»^* We befon* 
bere tb0\mg nnferer Diferentiofglei^iung ab^ »>&irenb tai »oKfl4^« 
bige Sntegwl, nAmß«^ y— cx=ar(»+c*) imjA^ßg tffrfe ©eroben 
barßeSt 

3) 3» Bqng auf «nfgobe ffl. «Won j^flt —^^^~ir^=rU^)y 



. - dx a^My' 



D«rd> Sniegration ergibt ji<f) : 2xVii+2c =— ^tj^j— ^^7j. 
i&ieran« entfi»ringt dy =j-Ä^j5g|p;^. ©e^t «win xV« + c = r.. 
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ober y=-(c + -|)(.-4.^K«+-|-arc(«n=^)-|-c', 
in tMiijm ^tOimde x^/^+e ßott z }U fe^en ift. 

4) 3« «ejufl auf a«f8«6e IV. « t|l ^^^l'P*^' =a(H-y'»)V>.j» ♦ 

Xöoraüi ^=—3. Vntdi Stitegraho« er^drt matt C^^='^^i+^*^ 

^ittaui burrff« 3tttfgrirett x+c^=f——+cj^j^^, mld^t ®(etd|itttg 
eiitem Äefleifcftititt attge^Jrt. c 

jR0te xvm |tt §♦ ••o. 
ticket ^ic eocobrome anf bem eDipttfdftcn Cp^Atoib. 

Unter eojtobrome t)erfle]^t matt ettte auf ber Oberfl&c^e tttteS Stoto^ 
Hondf6rperj Itegetibe Unit, toddjt f&mmtltc^e 9Kmbtane ttttter einem 
conflonten Sßtnfer fd)netbet {)ter tooSen n>tr un j nur mit ber Soroi* 
brome auf bem eOfiptif^en ©p^rotb befcfi&fttgen« 

1) a3ei berffia^t eine« red^twinKigen Soorbtnatenf^jlem« i»trbbaJ 
eDipttfcf^e @p^drotb/ tüelc^e^ butd) bte Umbrel^ung einer (SKipfe, beren 
{)aupta(f)fen 2a unb 2b finb, beren ^itttlputitt im Urfpruns tie^t unb 
^urcbmeffer 2a mit ber Siotaticn^acf^fe )ufammenfASt/ tt>e(4^e )ug(et(f) bie 
S((i)fe ber z ifl, entfielt/ burc^ fofgenbe ®(ei(^ung bargefleSt : 

jDie ®(eid)ungen ber burc^ ben 9>unfr Cx/7/2) beö ®pl^&rot'bJ ge(eg^ 
ten Serü^rung^ unb SReribiausKSbene finb 

^^-fr^^-''>-S(Y-y) .... (2) 

nnb xY=yX (3) 

Xiefe betbeit ©Icit^uitgcn ober bte stoei hwcati |crge(etteten , 

ge|>>ren tnit^tn ber Serä^rung^ttme be« bitrt^ ben ^nnft (x/j/z) ge^enben 
SRenbton^ an. @ntb nun x, j, z bie Sooi^inotcn eined ^mittti unferer 



{ojrobrotne/ fo »erben bte ®(et(|^imgen ber bttv4 gebodEitett ^mtt an bie 
<SitnK gelegten Sßtx&^tmQilmit fem : 

^"*=S ^^"~^^' Y-y=S^^-^^ - - CS), 

n>o bte IDiffetenttdcoeflictentett bergeflolt ju 6efHmmen ffnb, baß bte Serft(# 
rungdftnie auf bet XongentiaTebene (2) Hege unb mit ber Serä^rung^Itnte 
be« aRenbian« (4) tintn conflanten Mnttl a hübt. Die erfle btefer 99e^ 
btngungen^ nac^ tt>e((^er bte ®(et(f)ungen (2) unb (5) gletc^iethg befleißen 
muffen, liefert un«, toenn X— x unb Y— y eltntintrt »erben, fofgenbe 
Slelation : 

b^-a:xg-..yg....(6) 

Sie iwtitt Sebingung gibt, n>enn wir bie in ber anafptifc^en ®eome^ 
trie im Slaume für ben Sßinfel )n)eier ®eraben aufgefleüten formet 6e>^ 
nA$en/ ^r ben Sßinfel, welchen bie Serfi^rungjlinien (4) unb (5) mit 
einonber machen/ bie (Sleid^ung : 

a* — z'^ dz a*— z'^ dz 
cogf — 



^0+d7^+d7«>'^0+o;^=^' 

Ober mit Serucfftc^tigung ber ©(eic^ungen (1) unb (6) : 

a?(a2-z^) «in2«+yz2=a2(a2-z«)(^^*4.^^C082« . . . (7)^ 

ttit ®rei(f)ungen (l), (6) unb (7) enthalten bie S(ufI6fung unfer« 9>to^ 
tlcmi. Sliminiren n>ir aui biefen ®(eid)ungen bie 93ana6(e z nd^ i^rem 
Differential dz, fo belontnten wir folgenbe, ber ^ojection ber {ojrobrome 
auf ber (Sbene xy angel^6rige ®(eid)ttng : 

(x2+j«)[Cdx2+dy«)b2(b2_x2-y«)cos?o— a«(xdx+ydj)««n%c] 
=(xdx+ydy)Hb2-x^y2)b« .... (8) 

ZitU ®Iei(^ung wirb bebeutenb einfacher, wenn wir tu ben fJofari* 
coorbinaten Aberge^en« (Si jeien M^lb u ber !)tabiu<t)ector unb t ber 
Sßinfel, we(cf)en berfelbe mit ber Sfdife ber x ntadit; mithin x=u cos t, 
y=u sin t, x^+y*=u2, ix^+äj^=ävL^+vMi^, (xdx+ydy)=udp. 

ipierburcf^ t)erwanbe(t fic^ bie ®(eid)ttng (8) in 

b2a2(b^u2)dt«=tg2a[(a2~b^a2+b^du^ 

worau« bdi cot a=aa ^q'w^^ • • - W* 



>7* !il«t(ii i«f S>iff(((Bti«Ire4ntttt|. 

— t— — ■ r~. — . 

Um bte (entere @(«(^nttg ju tntegnren, fe|en wir «wirrrfl 

r(r«^b2iu2+b«)=aT+b», worauf °=p:^:;? » 

r(b«-a^)=b^<t.«-b^3^2(a«y^)vHv*) 

iDinrdi ®nii(h'tuHpn btefer SBert^ ttinnnt btV®(et(^im9 (9) fofflenbe 
®e{laa an: 

2atcot«— 2vdv(a^bHvy 

~'T»(.^b?-v«)r«a^-b«]«-2fa^+b^)v*+»«)' 
Ober, »wn« t2=w flefe^t »trt : 

2dt cot«=— ^ (a»-b?+w)»dw 

w(az-b«— w)r([w-(a+b)2][w-(a-b)»J) .... (10). 

Um We 3nrattona(tt&t wegiuSnitgeit/ maci^e man 

r([w— (a+b)2][w-(a— b)«])=in[w--<a— b)*]. 
£aranj entftnrtngt 

(aH-b)Ma-b)«in» . 

..-.b.+.=aa.^i±^^=^=*>rS 

1— m" ' 

raw-<a+b)»3)[w-Ca~b)«]= i5^» j 
j _^ oabindni 
*~ Cl— m^** 
SDWt igjörfc Wcfcr JB«t^ »emonbett %ec, bte Jormd (10) in : 

bJtcot« _ [a+b-(a— b)m*]'din 

2a« (l-n.«)Ka+b)»— {a-b)«m?][a+b+(a— b)m«]. . . . (11). 

Snbem man ben jwette« %\vi, biefer ©lettf^mts ät feine yarttoT* 
brAdde jerfegt, fmbet man: 

-bdtcot«=^|i2L-t-J5L C«-b)dm (a-b)dm > 

2 Jl+m^l-m a+b+Ca— bjm a+b— Ca— b)mj 

2(a«— b«)dm 
' a+b+(a-b)m»* 



^ittaixi ergibt fid} tnxd) ^nUfftation : 

^'(l— m)[a+b-h(a — b)iiij *^ b ^ a+b+(a— b)in^ 

Um bai h^tt (Stieb }u mtegmen^ l^aben lotr )tt>et ^AKe ju unter:» 
f(^eibett/ n&mlid) bett^ n>o baj SKtpfoib ettt lAngfic^e ^^ itnb Jenett/ tt>o bafi* 
felbe tin a6ge))(attete j ift. 

2) %&t ben erflen %aU, n>o a>b^ ^abtn toix 

3) 0Ar bot {Weiten SaK, wo a<b/ ftttben wir 

\ b //»+b+(.-b)m» — 

2 r (b'-a') . ^ r(b+«)+»nr(b-a) . 
b '"^rCb+a)— mr(b— •)' 

2r(b^-»') . r(b+»)+mr(h-») 

b ^ r(b+a)—mf^(b— «)• 

4) %üt bte ^ge(, wo a=b/ ge^t bie ^omcl (9) fofort in 
dtcota=— =^^j5^-^. übet, worauf bjtrd) 3ntegration fic^ erfliSt : 

tcot«=iogc?=Öi!=:^. 

° II 

• ®oD bte {ojrobrome bte SRertbtane unter einem ttdittn ^inttl fd)nei^ 
ben, fo mn9 <lu=o/ mithin a=conflant fein, n>et( cota:=:o : im wxüt^ 
genben %aU ifl oTfo bte fojrobrome ein belieSiger $araKe(freid* 

^t man bagegen cc=9lnUf fo tfl dt=o^ mithin t= einer conftonten 
®r6ße : bie gorobrome fdOt fo(g(t(4 bann mit einem beliebigen SReribian 
sufammen« 



ns fitoten |«f 9>iff€xtntiülud^nunt* 



9l0tt XIX in s« tM« 

Um )u (rn^ttfui, ba0 /«I^— ^ fi(^ auf eine btoit ^unftton Doit z 

rebuctre, loftm bte SBfbhigttttg«srei(f)tttts (2) M $. 223 erfiUtt wbA, mufl 

ba< £tffemttta( t)oit J^^—'^i^ 93e(ttg auf x t^^Duiben/ iitfofem man 

flatt 7 fetnnt ani ber ®(et(4img U+Z=o entttommenett ffiert^ fubfUtuirt« 
ÜRott l^at olfo, inbtm Mrm60e ber (e^tent Stefation j al$ eint Munition 
l^ott X lutb Z angefe^en treiben tonn, folgeiibe Sebingmtg^etcfittng : 

di Tj **" 

ober naäi on^effil^rtrr (Etitwtcfrfung : 

an Bdju _ d*ü , Z' dB , Rdff d«ü \ dy __ 
'^ dT "•" dT 3idl "*" V.'* dy "^ dy ~ dydxy dx " ** 

""*^"'did; = -dr-= dr-*--dr' 

d»ü _ d(^ _, AfdQ QdAf . 

dydz dz dz dz * 

Gubfh'ttttrt man btefe iDcrt^ in bit ®(«((|utig (B), fo fommt : 

UeberbM gmügt ber %actev, tottdftt j^Bx+fii^Aj ju rmtm geitoiteti 
jDifrrenh'or macfyt^ ber Stelatiott : 

'•(f-§) + ^-r^ = 0-.(D). 

SRttIttpKdrt man {e^t btefe (Sletc^ung CD) ttitt R unb abbtrt fle bann 
|ttr (Sltidmd (C)/ fo ge^t bat 9tefiiltat genan tn bte Sebingmtg^et^imtg 
(2) Aber, toüdfc btmnad) mc^M onberd cU bte Sielatton (A) anihxMt. 
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9t0te XX )ti S* «^i^ 

Unter hm 1DtfferenHa(g(et4iungen gibt H beten, welche fic^ nt# aite# 
gnren (ofTen mtb benen man beffenol^nseac^tet auf unenbKcfy t)iefe Sfrten 
®enfige t^m tarn, tote Culer suerfl bemerft ^at^ dintn folc^en S<^ 

hitttt mi bte etnfad)e ©(etdfung ^^ = az bar» 9Ra(f|t man n&m(tc^ 

barin z=A£^ T, loo T tint Mofe ^unftton »on y fein fott; fo 

il 
finbet mancw'*^5^=a«'*^ T, »0ratt«^=2j, Y=« "*. di ifk 

«+? 
fo(g(td| z=Ae , mo a mtb A QMi beKebig genommen toerben 

fönnen« fSHt entnel^men barau< folgenben aKgemetnen ^ftttbrntf: 



«X- 



JZ /?.^^ 



/3xh4 r^-^ 



z=A« 4-B« ^^4-0« '^ +IC, 

n>o ^,C...^ß,y .... noteber gan| totSrä^rl^ fbtb« 

2) Tbit ^^bräcfe z=A sin (ox+i^y)/ z=:B cos C<<x+i8j) genügen 
ebenfalls ber t)orge(egten ©(dc^nng, tnfofem — «ti3=a/ »af nne ber betben 
®r6f en a, ß nnbefttmmt l&p. IDer Suöbnicf : 

z=A sin r«x-^) +A'sin («'x— ^ T ) + W- 

+Bcos^ax— J^+B'cos^o'x— ^ y) + Ky 

in n>e(d)em A, A' . . . . B; B^, a, o^ * • . « aOe m6gfi4ien ISert^ er^ften 
fhtmtn, titttt ba^er tint SlufI6fnng mtferer Cif erenttalgTetc^nng bar» 

3) Sbenf t)er^t ti fic^ mit ber ©(etc^mtg 

Rr+Ss+Tl+Pp+Qq+Nzsso, 

i»enn R/ S, T, P, Q, N conflante (Stilen {Inb» SRac^t mall barin 

z=A*'**+'^^, fo rebttctrt fle fid) auf: Ra»+s«/3+T/3^p«+<i3+N=o, 
100 A tote einer ber Sxt)onenten a, ß unbefKmmt bfeibt» Stimmt man ba^ 
^er bit »ittfÄJrK^^t ®r69en «, a^, «"♦♦♦. nnb htunäintt bie entf»»ec^eni^ 
ben iSert^e oon ß betftg{i(^ mit b mtb c, mit b' nnb c' « » • • ; fo loirb 
folgenber oEgemeine 9(it4bmc( : 
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eine Sbtfttfmtg ber gegebenen Z)i{feretttta(g[ei(^ttttg fein. 

4) ©e|t man «=m-j-D;^(~l) , c/=in~ny*(~l), i»oraitö 

b=p+qK(— 1) «ttb b'=p— qK(— 1)/ wo p ttttb q »Ott m Wlt n obi» 

(ingffl ffttb; fo t^enoonbefn fi^l bie betben erflen ®(ieber bei Stu^brutfe^ 

t)On z jtt z=a««+Fy[A,cos(nx+qy)H-AVin(nx+qy)l, tOetcM^ 5Sert^ 

mm ttni&^(tg t)trU ®(iebet i^on berfelben gönn (intu)itf%en ^at. 

9Ran (le^ bolb ein/ ba0 fid) bied Setfal^ren anf oOfe partieKen t^iffe^ 
rentfolgleid^nngen t)om erflen ®rabe mit conflonten (Soefftdenten erfhretfe, 
t)QrauJSefe(t/ baß ba« Don z abl^dngifle ©lieb nic^t fe^It« (Si Qibt nod) 
anbere formen wn fo((^en ®ltid)mQm, bie bergleid^n befonbere S(nfI6fun^ 
gen tuIafTen/ in i»e(d|et {)infi(^t wir ben Sefer auf ben britten 93anb t)on 
Suler'j 3ntegra(re(^nnng )>emerfem 
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